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CONTRASTES NO PARAMÉTRICOS

El contraste no paramétrico tiene la ventaja de ser menos exigente que el contraste paramétrico a
nivel de supuestos, aunque presenta un aspecto negativo al ofrecer menor potencia estadística
(1 )−β  que la prueba paramétrica, es decir, con la prueba no paramétrica es menor la probabilidad

de cometer un Error Tipo I (Rechazar la hipótesis nula  0H  cuando es Cierta).

Entre los contrastes no paramétricos: La prueba de signos y el test de rangos‐signos de Wilcoxon
permiten el contraste de hipótesis acerca de la localización de la variable en estudio respecto a la
mediana, no respecto a la media como la prueba paramétrica t de Student.

El test de rangos‐signos de Wilcoxon requiere que los datos procedan de una población continua y
simétrica, mientras que la prueba de signos no asume que la variable sea simétrica, motivo por el
que es recomendable utilizar cuando las variables en estudio son de carácter asimétrico.

 Contraste de signos (prueba binomial)

 Contraste bilateral:    0 e 1 eH : M k H : M k= ≠

Los signos positivos y negativos se calculan haciendo las diferencias  i i eD X M= −

S+ = "Número de signos positivos en la muestra"

S− = "Número de signos negativos en la muestra"

El estadístico de prueba S mín (S , S )+ −=  bajo la hipótesis nula  0H  sigue una distribución binomial

S B(n , 1 / 2)∼       [ ] [ ]= = = =
n n

E S n . p V S n . p . q
2 4

Cuando 
n n

n 10 S N ,
2 4

⎛ ⎞> ⎯⎯→ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼

Se acepta   0H  si   p / 2

n
(S 0,5)

(S 0,5) 0,5 . n2
z z

n 0,5 . n
4

α

− − − −
= = ≤

 Contraste unilateral:    0 e 1 eH : M k H : M k≤ >

Se acepta   0H  cuando   p

(S 0,5) 0,5 . n
z z

0,5 . n
α

− −
= ≤
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 Contraste de rangos‐signos de Wilcoxon

La prueba de signos de Wilcoxon supone que los datos proceden de una población continua y
simétrica. Se utiliza para rechazar o no la diferencia estadísticamente significativa entre dos
conjuntos de observaciones que tienen una distribución cualesquiera desconocida.

La prueba consise en lo siguiente:

   a)  Se calculan las diferencias de dos observaciones

b)  Se jerarquiza en orden ascendente el valor absoluto de las diferencias

c)  Se suman las jerarquizaciones de las diferencias positivas, denominando a la suma con el    

símbolo  iT Suma de rangos de las D 0+ = >

d)  Se calculan los valores críticos  , nTα  de la tabla para el test de rangos‐signos de Wilcoxon

e)  Si  , nT T+ α<  no existe diferencia significativa entre las observaciones a un nivel de          

significación α

 Contraste bilateral:    0 e 1 eH : M k H : M k= ≠

Estadístico de prueba:  i i iT Suma de los rangos positivos de D X k R+
+ = = − =∑

Si  , nT T+ α<  se admite la hipótesis nula. El valor de   , nTα  viene tabulado en Tablas de Wilcoxon

Cuando el tamaño muestral n 15>  se puede utilizar la aproximación normal, y en lugar de

iT R+
+ =∑ , utilizar como estadístico de contraste 

[ ]
[ ]

0
p n

HT E T
z N(0,1)

Var T

+ +

+

→ ∞

−
= ⎯⎯⎯→

Se admite  0H  si 
[ ]
[ ]p / 2

T E T
z z

Var T

+ +
α

+

−
= ≤

 Contraste unilateral:    0 e 1 eH : M k H : M k≤ >

Se admite  0H  si 
[ ]
[ ]p

T E T
z z

Var T

+ +
α

+

−
= ≤

El cálculo del  valor experimental del estadístico, se obtiene:

  [ ] [ ]n . (n 1) n . (n 1) . (2n 1)
E T Var T

4 24+ +

+ + +
= =

i i

k 3
i i

i

i 1

T R T R T min(T , T )                       n . (n 1)
T

4z k número de rangos distintos en donde hay empates     
n . (n 1) . (2n 1) t t

t número puntuaciones empatadas en el rango i‐ésimo
24 48

+ −
+ − + −

=

= = =+
−

= ≡
+ + − ≡−

∑ ∑

∑
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 Prueba del test de rachas de Wald‐Wolfowitz

Permite verificar la hipótesis nula de que la muestra es aleatoria, es decir, si las sucesivas
observaciones son independientes.

Contraste:    0 1H : La muestra es aleatoria H : La muestra no es aleatoria

Estadístico de prueba:  R= "Número de rachas en la muestra"

El contraste se basa en el número de rachas que presenta la muestra. Una racha es una secuencia de
valores muestrales con una característica en común precedida y seguida por valores que no
presentan esa característica.

En esta línea, se considera una racha la secuencia de k valores consecutivos superiores o iguales a un
valor de corte (media, mediana, moda, ...)  siempre que se encuentran precedidos y seguidos por
valores inferiores a este valor de corte.

El número total de rachas en una muestra proporciona un indicio de sí hay o no aleatoriedad en la
muestra. Un número reducido de rachas (el caso extremo es 2) es indicio de que las observaciones
no se han extraído de forma aleatoria, los elementos de la primera racha proceden de una población
con una determinada característica (valores mayores o menores al punto de corte) mientras que los
de la segunda proceden de otra población.

De forma idéntica un número excesivo de rachas puede ser también indicio de no aleatoriedad de la
muestra.

Si la muestra es suficientemente grande y la hipótesis de aleatoriedad es cierta, la distribución
muestral del número de rachas R  puede aproximarse mediante una distribución normal de
parámetros:

−
= + =

−
1 2 1 2 1 2

2

2n n 2n n (2n n n)
E(R) 1 Var(R)

n n (n 1)

Se acepta la hipótesis nula cuando    R /2

R E(R) c 0,5  R c E(R)
z z

  R E(R) c 0,5Var(R) α

< → =+ −
= ≤

> → = −

Cuando hay más de 10 rachas y el tamaño de la muestra n 40>  se puede utilizar la aproximación

asintótica de Levene:  d 2n 1 16n 29
R N ,

3 90

⎡ ⎤− −
⎯⎯→ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
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Cuando  1n 10>  y   2n 10>  se puede aplicar la distibución asintótica normal de Wald y  Wolfowitz,

denotando por  1n
n

γ =  la proporción de observaciones de una categoría en la muestra de tamaño n

se verifica que:  dR N 2 (1 )n , 2 (1 ) n⎡ ⎤⎯⎯→ γ − γ γ − γ⎣ ⎦

 Prueba de Spearman Rho

Se utiliza para aceptar o no la diferencia estadísticamente significativa entre los dos conjuntos de
observaciones de tipo cardinal u ordinal.

El coeficiente de correlación de Spearman Rho, al igual que el de Pearson, muestra una asociación
entre variables que no se comportan normalmente, entre variables ordinales.

 Contraste bilateral:    0 s 1 sH :  0 H :  0ρ = ρ ≠

sρ ≡ Coeficiente de asociación por rangos de Spearman de las variables aleatorias X e Y

Estadístico contraste:  

n
2
i

i 1
s 2

6 . D

r 1
n . (n 1)

== −
−

∑

iD ≡Diferencia de rangos, ordenando de menor a mayor los valores de los dos factores o variables.

sr ≡ Coeficiente de asociación por rangos de Spearman de la muestra considerada

Si   s , nr α≤ ρ se acepta la hipótesis nula                 , nαρ ≡  valor crítico tablas de Spearman

 Para muestras grandes con n 20>  se utiliza una aproximación a la t de Student:

Estadístico de contraste: 
s

2
s

r . n 2
t

1 r

−
=

−

Se acepta  0H  si   0 /2 , n 2t tα −<
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  Prueba Tau de Kendall

Es una medida no paramétrica de asociación de variables ordinales o de rangos que tiene en
consideración los empates.  El signo del coeficiente indica la dirección de la relación y su valor
absoluto indica la magnitud de la misma, de modo que los mayores valores absolutos indican
relaciones más fuertes. Los valores posibles varían de   1−  a  1 .

 Contraste bilateral:  0 XY 1 XYH :   0 H :   0τ = τ ≠

 Estadístico de contraste: 
2 . S

n . (n 1)
τ =

−

con n ≡ tamaño de la muestra y  S ≡ Suma total de la función indicador: 
n

ij

i 1
i j

S
=
<

= ψ∑
El estadístico de contraste  τ   se contruye mediante una tabla que contenga los rangos 

ix
R y 

iy
R ,

considerando los valores ordenados de mayor a menor. Posteriormente se reordenan siguiendo el

orden natural de 
ix

R

Se hallan los indicadores utilizando la dobe tabla de 
i

*
yR

( )i j

* *
ij y y

1 Si no hay inversión de rangos
R , R

1 Si hay inversión de rangos     
⎧

ψ = ⎨−⎩

Se rechaza  0H  si   0P k H  es Cierta⎡ ⎤τ ≥⎣ ⎦

Los valores se encuentran tabulados, para n 10>  se emplea una aproximación asintótica de la

distribución normal  
2 . (2n 5)

N 0,
9n . (n 1)

⎛ ⎞+
τ ⎯⎯→ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
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 Prueba de Kruskal‐Wallis

Permite contrastar si varias muestras independientes, de iguales o diferentes tamaños,  proceden de
la misma población continua.

Sean  1 2 hF , F , , F  las correspondientes funciones de distribución. Se trata de comprobar si estas

funciones presentan diferencias significativas.

Aplicando el test de Kruskal‐Wallis se contrasta:

                  0 1 2 h 1H : F (x) F (x) F (x) H :  Al menos dos son diferentes= = =

siendo  iF  la función de distribución de la variable  iX  ,  i 1, 2,=

Estadístico de contraste:  
k 2

i

ii 1

R12
H 3 . (n 1)

n . (n 1) n
=

= − +
+ ∑

Siendo,  
ink

i i ij ij

i 1 j 1

n n R r r Rango de la observación j‐ésima de la muestra i
= =

= = ≡∑ ∑

Se rechaza  0H  cuando  ( )0P H h Hα≥ = α

h valor críticoα ≡  que se observa en las tabla de valores críticos de Kruskal‐Wallis.

Cuando todos los tamaños muestrales son mayores que 5  se recurre a la aproximación asintótica,

que emplea la distribución   2
, k 1α −χ  con  k número de muestras≡

 Cuando hay observaciones repetidas el estadístico de contraste H emplea un factor de
corrección:

           

3
j j

j
c 2

( )

f 1
n . (n 1)

τ − τ

= −
−

∑

jτ ≡Número de observaciones que se repiten de cada grupo de repeticiones.

El estadístico de contraste que resulta es:

             
k2 2

i

2 3
c ii 1j j

j

n . (n 1) RH 12
H . 3 . (n 1)

f n . (n 1) nn . (n 1) ( )
•

=

−
= = − +

+− − τ − τ ∑∑
Se rechaza  0H  cuando  ( )0P H h H•

α≥ = α



11              Portal Estadística Aplicada:  Estadística No Paramétrica

 Cuando se rechaza la hipótesis nula puede decirse que existen diferencias significativas.

Para obtener qué muestras presentan diferencias significativas se realiza el test de comparaciones
múltiples, o método de Dunn, según el cual la diferencia entre las poblaciones  i  y   j  es significativa

al nivel α  si:

                          i j ij i j i jR R c R , R media de los rangos R , R (respectivamente) − ≥ ≡

siendo  ij p
i j

n . (n 1) 1 1
c z

12 n n

⎛ ⎞+
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
           con   pP(z z ) p

k . (k 1)
α

≥ = =
−
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 Contraste de Kolmogorov‐Smirnov

La prueba de Kolmogorov‐Smirnov para una muestra es un procedimiento de "bondad de ajuste",
que permite medir el grado de concordancia existente entre la distribución de un conjunto de datos
y una distribución teórica específica.
La prueba de Kolmogorov‐Smirnov para una muestra se puede utilizar para comprobar si una
variable se distribuye normalmente.

 Contraste bilateral:

0

1

H : La muestra procede de una distribución determinada

H : La muestra no procede de una distribución determinada

Estadístico de contraste:   n n i 0 i i iD máx F (x ) F (x ) máx (a , b )= − =

i n i 0 i i n i 1 0 ia F (x ) F (x ) b F (x ) F (x )−= − = −

Se construye una tabla ordenando las observaciones y calculando  0 iF (x )  ,  n iF (x )  y   0 i n iF (x ) F (x )−

0 iF (x ) Función de distribución:  DISTR.WEIBUL / DISTR.LOG.NORM  / DISTR.EXP≡

o
i

n i n i

n observaciones N(x )
F (x ) Función de distribución empírica de la muestra:  F (x )

n n
≡ = =

Se acepta  0H  si  n n i 0 i , nD máx F (x ) F (x ) D (valor crítico tabla Kolmogorov‐Smirnov)α= − <
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 Contraste de normalidad de Lilliefors

Cuando los datos no están agrupados y el tamaño muestral es pequeño no se utiliza el test de la Chi‐
cuadrado de Pearson de bondad de ajuste, sino los contrastes de normalidad de Lilliefors y de
Shapiro‐Wilk.
El estadístico del contraste de Lilliefors es el mismo que para el de Kolmogorov‐Smirnov, pero
construido sobre valores tipificados.

 Contraste bilateral:

0

1

H : La muestra procede de una distribución determinada

H : La muestra no procede de una distribución determinada

El estadístico de contraste sobre los valores tipificados  i
i

x

x x
z

s
−

= :    n n 0D máx F (z) F (z)= −

Se construye una tabla ordenando las observaciones y calculando  0 iF (z )  ,  n iF (z )  y creando las

columnas  i n i 0 ia F (z ) F (z )= −  y   i n i 1 0 ib F (z ) F (z )−= −

0 i iF (z ) Función de distribución de una N(0, 1):  DISTR.NORM.ESTAND(z )≡

o
i

n i n i

n observaciones N(z )
F (z ) Función de distribución empírica de la muestra tipificada:  F (z )

n n
≡ = =

Se acepta  0H  si  n n i 0 i i i , nD máx F (z ) F (z ) máx (a , b ) D (valor crítico tabla de Lilliefors)α= − = <
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 Contraste de normalidad de Shapiro‐Wilk

 Contraste bilateral:

Dada una muestra aleatoria simple de tamaño n  1 2 n(x , x , , x )

Se establecen las hipótesis:

0

1

H : La muestra procede de una distribución normal

H : La muestra no procede de una distribución normal

Estadístico contraste: 

2
k

i n i 1 i

i 1

n
2

i

i 1

a . (x x )

W

(x x)

− +

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−

∑

∑
       

n / 2 par     
k

(n 1) / 2 impar
⎧

= ⎨ −⎩

n
n

i

i n i 1 i

x Estadístico ordenado de orden i

a Coeficientes para cada (x x ) ,  con (n , i 1, 2, ... , k  ) valores de la tabla de Shapiro‐Wilk− +

≡
≡ − =

Se rechaza la hipótesis de normalidad  0H  cuando   , nW Wα<  (valor crítico de Shapiro‐Wilk)
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 Contraste de la Mediana

Tiene como objetivo  comparar las medianas de dos muestras y determinar sí pertencen a la misma
población o no.

 Contraste bilateral: 
x y x y0 e e 1 e eH :  M M H :  M M= ≠

Estadístico de contraste:  V= Número de observaciones de X menores o iguales que la mediana de la

muestra conjunta de  1 2n n+  elementos.

Cuando la muestra es grande  1n 10>  y   2n 10>  se aproxima mediante una distribución normal:

[ ] [ ]( )V N E V , Var V∼ donde,

[ ] [ ]1 1 2
n / 2 n es par     n n n n k

E V k. Var V k. . . k
(n 1) / 2 n es imparn n n n 1

⎧−
= = = ⎨ −− ⎩

Se acepta  0H si  
[ ]
[ ]p /2

V E V
z z

Var V
α

−
= ≤

 Contraste unilateral a la derecha: 
x y x y0 e e 1 e eH :  M M H :  M M≤ >

Se acepta  0H si  
[ ]
[ ]p /2

V E V
z z

Var V
α

−
= ≤

 Contraste unilateral a la izquierda: 
x y x y0 e e 1 e eH :  M M H :  M M≥ <

Se acepta  0H si  
[ ]
[ ]p

V E V
z z

Var V α

−
= ≥ −
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 Contraste de la U de Wilcoxon‐Mann‐Whitney

Prueba no paramétrica aplicada a dos muestras independientes, versión no paramétrica de la
prueba t de Student. Es de las pruebas más potentes de entre las no paramétricas.

Sean dos variables aleatorias continuas   1X  y  2X  y los datos muestrales constituyen muestras

aleatorias independientes, denotando por F y G las repectivas funciones de distribución.

 Contraste bilateral:  0 1H :  F(x) G(x) H :  F(x) G(x)= ≠

 Estadístico de contraste: 
1 1

1 1
x 1 2 x

n . (n 1)
U U n .n W

2
+

= = + −

siendo 
1

n

x i 1

i 1

W R    suma de rangos de la muestra X
=

≡∑

Cuando el tamaño de la muestra es grande ( 1n 10>  y   2n 10> ) la distribución del estadístico de

prueba se aproxima a una normal:

1

0

1 2

1 2 1 2 1 2
x

H
n , n 10

n . n n . n . (n n 1)
U U N ,

2 12>
⎛ ⎞+ +

= ⎯⎯⎯⎯→ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Se acepta  0H si   

1 2

p / 2

1 2 1 2

n . n
U

2
z z

n . n . (n n 1)
12

α

−
= ≤

+ +

 Contraste unilateral derecha:  0 1H :  F(x) G(x) H :  F(x) G(x)≤ >

Se acepta  0H si   

1 2

p

1 2 1 2

n . n
U

2z z
n . n . (n n 1)

12

α

−
= ≤

+ +

 Contraste unilateral izquierda:  0 1H :  F(x) G(x) H :  F(x) G(x)≥ <

Se acepta  0H si   

1 2

p

1 2 1 2

n . n
U

2z z
n . n . (n n 1)

12

α

−
= ≥ −

+ +
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 Contraste de Kolmogorov‐Smirnov para dos muestras

 Contraste bilateral:  0 1H :  F(x) G(x) H :  F(x) G(x)= ≠

Se basa en un estadístico de prueba que utiliza las funciones de distribución empíricas de las
muestras.

 Estadístico de contraste: 
1 2 1 2n , n n nD máx F (x) G (x)= −

con    
1 2

1 2
n n

1 2

N (x) N (x)
F (x) F (x)

n n
= =

Se rechaza  0H si  
1 2 1 2n , n , n , nD Dα>

Donde el valor crítico 
1 2, n , nDα verifica:  

1 2 1 2n , n , n , n 0P D D Hα
⎡ ⎤> = α⎣ ⎦

En muestras pequeñas el valor crítico 
1 2, n , nDα encuentra en la tabla de valores críticos de

Kolmogorov‐Smirnov. Para muestras grandes ( 1N 10>  y   2N 10> ) el valor crítico:

1 2

1 2
, n , n KS

1 2

n n
D . C

n . nα

+
=   donde   KSC coeficiente tabla Kolmogorov‐Smirnov≡

 Contraste unilateral a la derecha  0 1H :  F(z) G(z) H :  F(z) G(z)≤ >

Estadísico de contraste:  
1 2 1 2n , n n nD máx F (x) G (x)+ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦

Se rechaza  0H si  
1 2 1 2n , n , n , nD D+

α>

 Contraste unilateral a la izquierda:  0 1H :  F(z) G(z) H :  F(z) G(z)≥ <

Estadísico de contraste:  
1 2 2 1n , n n nD máx G (x) F (x)− ⎡ ⎤= −⎣ ⎦

Se rechaza  0H si  
1 2 1 2n , n , n , nD D−

α>
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 Prueba homogeneidad de variaciones de Ansari‐Bradley

Mientras que para muestras paramétricas la prueba de Levene comprueba la igualdad de varianzas
de dos poblaciones.
En muestras no paramétricas, bajo el supuesto de poblaciones continuas, se emplea la prueba de
Ansari‐Bradley para analizar la homogeneidad de las variaciones (varianzas, desviaciones típicas,
coeficientes de variación)

• Contraste bilateral:   0 A B 1 A BH :   H :  σ = σ σ ≠ σ

Estadístico contraste:  
n

i i

i 1

W c . R
=

=∑       i

1 valor de A
c

0 valor de B
⎧

= ⎨
⎩

Se asigna a cada valor un coeficiente  iR :

n impar:≡   i

n 1
R 1, 2, 3, , , , 3, 2, 1

2
+

=       n par:≡   i

n
R 1, 2, 3, , , , 3, 2, 1

2
=

Cuando el tamaño de la muestra conjunta  A Bn n n 20= + >  se emplea la aproximación asintótica a

una distribución normal N(0, 1)

Estadístico de contraste:  
[ ]
[ ]p

W E W
z

Var W

−
=

Se acepta  0H  cuando 
[ ]
[ ]p /2

W E W
z z

Var W
α

−
= ≤

• Contraste unilateral a la derecha:     0 A B 1 A BH :   H :  σ ≤ σ σ > σ

Estadístico de contraste:  
[ ]
[ ]p

W E W
z

Var W

−
=

Se acepta  0H  cuando 
[ ]
[ ]p

W E W
z z

Var W
α

−
= ≤

 Cuando el tamaño de la muestra es impar:

2 2
A A B

2

n . (n 1) n . n . (n 1) . (n 3)
E(W) V(W)

4 . n 48 . n
+ + +

= =



19              Portal Estadística Aplicada:  Estadística No Paramétrica

Cuando hay presencia de valores repetidos se utiliza una varianza corregida:
g

2
A B h h

2 4
i 1A A B

c 2

n . n . t . R
n . (n 1) n . n . (n 1)

E(W) V (W)
4 . n n . (n 1) 16 . n . (n 1)

=+ +
= = −

− −

∑

 Cuando el tamaño de la muestra es par:

 
2 2

A A B
2

n . (n 2) n . n . (n 4)
E(W) V(W)

4 48 . n
+ −

= =

Cuando hay presencia de valores repetidos se utiliza una varianza corregida:
g

2
A B h h

2
i 1 A B

c

n . n . t . R
n . n . (n 2)

V (W)
n . (n 1) 16 . (n 1)

= +
= −

− −

∑

g ≡  Número de rangos diferentes cuando aparecen observaciones repetidas

ht ≡  Tamaño h‐ésimo grupo

hR ≡  Rango medio h‐ésimo grupo
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 Prueba homogeneidad de variaciones de Siegel‐Tukey

Permite contrastar si dos muestras independientes proceden de poblaciones con la misma
variabilidad o dispersión.

• Contraste bilateral:   0 X Y 1 X YH :   H :  σ = σ σ ≠ σ   /      0 X Y 1 X YH :  Me Me H :  Me Me= ≠

Estadístico contraste:  
n

n i i

i 1

R a . c
=

=∑

La muestra conjunta en orden ascendente, el coeficiente instrumental    i

1  valor de X
c

0  valor de Y
⎧

= ⎨
⎩

  primero

se asignan en orden los 1 y después los 0.

ia ≡ Coeficientes obtenidos al asignar los rangos según el método de Siegel‐Tukey: La clasificación se

realiza alternando extremos (el rango 1 es el más bajo, 2 y 3 son los dos más altos, 4 y 5 son los dos
más bajos, y así sucesivamente.

Cuando el número total de observaciones es un número impar, se ignorará la observación central.

La función indicadora  i

2i i par  1 i N / 2      

2i 1 i impar  1 i N / 2 
a

2(N i) 2 i par  N/ 2 i N     

2(N i) 1 i impar  N/ 2 i N

< <⎧
⎪ − ≤ ≤⎪= ⎨ − + < ≤⎪
⎪ − + < <⎩

La distribución de probabilidad de  nR  es la misma que la del estadístisco U de Wilcoxon‐Mann‐

Whitney, por lo que se puede recurrir a la tabla de valores críticos del mismo.

Cuando las muestras son grandes ( 1n 10>  y  2n 10> ) se emplea la aproximación asintótica a una

distribución normal N(0, 1) :

                   n n
p

n

R E[R ]
z

V[R ]

−
=       donde,  1 1 2

n n

n . (n 1) n . n . (n 1)
E[R ] V[R ]

2 12
+ +

= =

Se acepta  0H  sí     p /2z zα≤

 Contraste unilateral a la derecha:     0 X Y 1 X YH :   H :  σ ≤ σ σ > σ

Se acepta  0H  sí     n n
p

n

R E[R
z z

V[R ]
α

−
= ≤
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1.  Un invensor tiene acciones en diferentes sectores del mercado continuo de valores. Después de
quedarse sin asesor, para tener idea sobre la cotización de sus acciones seleccionó nueve
sociedades en las que participaba y revisó sus cotizaciones de cierre el pasado viernes:

Sociedades Cotización compra Cotización actual

Acerinox
Bankinter
Bankia
Caixabank
Mapfre  BBVA
IAG Telefónica
Mercadona

10,07
7,70
3,98
2,56
3,05
4,41
6,73
7,85
2,95

9,92
7,85
4,37
1,44
3,05
3,32
6,46
8,09
2,95

A un nivel de significación del 5%,  ¿puede afirmarse que no hay diferencia significativa entre el
valor de las acciones en las sociedades en las que participa este inversor?
Nota:  Utilizar la prueba de rangos con signos de Wilcoxon

Solución:

La prueba de rangos con signos de Wilcoxon para dos muestras pareadas y la variable de respuesta
ordinal o cuantitativa es la prueba homóloga no paramétrica a la prueba paramétrica t de Student
para muestras pareadas.
Se utiliza como alternativa de la prueba t de Student cuando no se puede suponer la normalidad de
las muestras.

Se establecen las hipótesis:

0H :  No hay diferencias en valor de las acciones en las que participa el inversor

1H :  El valor de las acciones actuales es inferior al valor de compra

Se introducen los datos en SPSS en Vista de variables:
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Como el p_valor (Sig. asintótica bilateral)  0,446 0,05= >  se acepta la hipótesis nula y se concluye

que no hay diferencias en el valor de las acciones de las sociedades en que participa el inversor.

i i

k 3
i i

i

i 1

T R T R T min(T , T )                       n . (n 1)
T

4z k número de rangos distintos en donde hay empates     
n . (n 1) . (2n 1) t t

t número puntuaciones empatadas en el rango i‐ésimo
24 48

+ −
+ − + −

=

= = =+
−

= ≡
+ + − ≡−

∑ ∑

∑
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La prueba no paramétrica de Wilcoxon sirve para para rechazar o no la diferencia
estadísticamente significativa entre dos conjuntos de observaciones que tienen una

distribución cualesquiera desconocida. La prueba consise en lo siguiente:

a)  Se calculan las diferencias de dos observaciones
b)  Se jerarquiza en orden ascendente el valor absoluto de las diferencias
c)  Se suman las jerarquizaciones de las diferencias positivas, denominando a la suma con el símbolo

iT Suma de rangos de las D 0+ = >

d)  Se calculan los valores críticos  T  de la tabla para el test de rangos‐signos de Wilcoxon

e)  Si  , nT T+ α<  no existe diferencia significativa entre las observaciones a un nivel de significación α

La prueba de Wilcoxon supone que la distribución de las diferencias es continua, simétrica,
independiente y que las diferencias tienen la misma mediana.

Sociedad
Cotización
compra

Cotización
actual

Diferencia

iD

Diferencia
absoluta

iD

Jerarquia
ascendente

Rango
Diferencias

iR
iR
−

iR
+

1 10,07 9,92 0,15 0,15 4 2 1,5 1,5
2 7,7 7,85 ‐0,15 0,15 3 1 1,5 1,5
3 3,98 4,37 ‐0,39 0,39 7 5 5 5
4 2,56 1,44 1,12 1,12 9 7 7 7
5 3,05 3,05 0 0 1
6 4,41 3,32 1,09 1,09 8 6 6 6
7 6,73 6,46 0,27 0,27 6 4 4 4
8 7,85 8,09 ‐0,24 0,24 5 3 3 3
9 2,95 2,95 0 0 1

18,5 9,5

Para obtener los rangos, los valores absolutos de las diferencias  iD  se jerarquizan en orden

ascendente (de menor a mayor) y se asignan los rangos o numeros de orden desde 1 hasta

n (en este caso, n 1, , 9)= . Si exisen valores de  iD  reptidos, el rango correspondiente será el

promedio de los que se les asignarían si fueran diferentes.

Cuando hay diferencias nulas no se tienen en cuenta, el tamaño muestral se reduce en el número de
observaciones menos el número de diferencias nulas.

 En este caso, hay dos diferencias nulas y el tamaño muestral es n 9 7 2= − = , con lo que los
rangos o números de orden van de 1 a 7.  Por otra parte,  la sociedad 1 y 2 presentan el mismo valor

iD  por lo que el rango de cada una de ellas será el promedio que se les asignarían si fueran

diferenres  (1 2) / 2 1,5+ =
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i iT R 9,5 T R 18,5+ −
+ −= = = =∑ ∑

El valor experimental es  iT̂ R 1,5 5 3 9,5+
+ = = + + =∑

Al tratarse de un contraste bilateral, la región crítica
tendrá dos colas:

( ) ( )
( ) ( ) ( )

/ 2 , n 0,025 , 7 0,025 , 7

/ 2 , n 0,025 , 7 0,025 , 7 0,025 , 7

P T k ' / 2 P T k ' 0,025 k ' 2

P T k / 2 P T k 0,05 P T k 1 0,025 0,975 k 26

+ α +

+ α + +

≤ ≤ α ≡ ≤ ≤ → =

≥ ≤ α ≡ ≥ ≤ = ≤ ≤ − = → =

Así pues, como  0,025 , 7 0,025 , 7
ˆk ' 2 T 18,5 26 k+= < = < =  se acepta la hipótesis nula, afirmando que no hay

diferencias en el valor de las acciones de las sociedades en que participa el inversor.
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2.  Se emplean dos estrategias de ventas (A y B)  de un mismo producto en veinte ciudades. El
volumen de ventas anuales del mismo producto en cada ciudad (en miles de euros) por tipo de
estrategia, está reflejado en la tabla adjunta. ¿Existe alguna diferencia significativa entre las
estrategias de ventas a un nivel de significación del 5%?

Ventas (miles euros) Ventas (miles euros)

Ciudad A B Ciudad A B

1 12,36 11,32 11 10,15 10,03

2 15,65 10,21 12 13,15 13,02

3 9,83 9,79 13 14,65 12,05

4 18,37 19,21 14 11,47 12,62

5 11,72 11,43 15 13,15 12,96

6 13,04 12,96 16 15,67 14,97

7 10,15 9,81 17 13,12 13,65

8 15,41 14,65 18 10,17 9,87

9 11,07 11,79 19 14,78 14,17

10 12,31 11,05 20 9,63 10,17

Solución:

Se trata de un contraste bilateral o de dos colas donde se establecen las hipótesis:

0

1

H : No existe diferencia en la estrategia de ventas

H : La estrategia de ventas son distintas

Se aplica la prueba de Wilcoxon suponiendo que la distribución de las diferencias en las estrategias
de ventas es continua, simétrica, independiente y tienen la misma mediana.
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Estrategias de ventas de un producto

Ciudad A B iD A B= − iD Jerarquización
ascendente

iR
−

iR
+

1 12,36 11,32 1,04 1,04 16 16

2 15,65 10,21 5,44 5,44 20 20

3 9,83 9,79 0,04 0,04 1 1

4 18,37 19,21 ‐0,84 0,84 15 15

5 11,72 11,43 0,29 0,29 6 6

6 13,04 12,96 0,08 0,08 2 2

7 10,15 9,81 0,34 0,34 8 8

8 15,41 14,65 0,76 0,76 14 14

9 11,07 11,79 ‐0,72 0,72 13 13

10 12,31 11,05 1,26 1,26 18 18

11 10,15 10,03 0,12 0,12 3 3

12 13,15 13,02 0,13 0,13 4 4

13 14,65 12,05 2,6 2,6 19 19

14 11,47 12,62 ‐1,15 1,15 17 17

15 13,15 12,96 0,19 0,19 5 5

16 15,67 14,97 0,7 0,7 12 12

17 13,12 13,65 ‐0,53 0,53 9 9

18 10,17 9,87 0,3 0,3 7 7

19 14,78 14,17 0,61 0,61 11 11

20 9,63 10,17 ‐0,54 0,54 10 10

64 146

i iT R 146 T R 64+ −
+ −= = = =∑ ∑

El valor experimental es  iT̂ R 146+
+ = =∑

Como el valor experimental  0,05 , 20T̂ 146 150 T+ = < =  se acepta la hipótesis nula de igualdad de

estrategias de venta.
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El p_valor (Sig. asintótica bilateral) 0,126 0,05= >  con lo que se acepta la hipótesis nula,

concluyendo que no existe diferencia en las estrategias de venta del producto con una significación
de 0,05
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3.  Una empresa inicialmente establece una jerarquía entre diez agentes vendedores de acuerdo a
los resultados obtenidos en un test (el más idóneo es 1, el peor es 10). Un año después se replantea
una nueva jerarquía con el mismo criterio  de acuerdo al volumen de ventas anuales. Los resultados
obtenidos se plasman en la tabla adjunta.
¿Existe alguna diferencia estadísticamente significativa entre ambos controles a un nivel de
significación del 5%?

Jerarquía empresarial

Vendedor Test Ventas

 Alonso 4 1

 Espinosa 5 6

 Jiménez 2 2

 Fernández 10 8

 Crespo 7 9

 García 1 3

 Mateos 8 4

 Cortes 3 5

 Rodenas 9 10

 Cabildo 7 7

Solución:

Se establecen las hipótesis:

0

1

H : Los controles de capacitación son independientes

H : Los controles de capacitación son dependientes

Se trata de un contraste bilateral o de dos colas

Se utiliza la prueba de Spearman Rho para aceptar o no la diferencia estadísticamente significativa
entre los dos conjuntos de observaciones de tipo cardinal u ordinal.                                            El
coeficiente de correlación de Spearman Rho, al igual que el de Pearson, muestra una asociación
entre variables que no se comportan normalmente, entre variables ordinales. Procede de la
siguiente manera:

a)  Se calculan las diferencias  iD  entre las 10 observaciones

b)  El coeficiente de Spearman ρ  viene dado por la expresión  

n
2
i

i 1

2

6 . D

1
n . (n 1)

=ρ = −
−

∑

c)  El coeficiente se compara con un coeficiente crítico  , nαρ dado en la tabla siguiente:
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Sí   , nαρ ≤ ρ se acepta la hipótesis nula de indepedencia significativa entre las observaciones. En

caso contrario, las observaciones son dependientes a un nivel de significación α

Jerarquización Ordinal

Vendedor X Y iD X Y= − 2
iD

1 4 1 3 9

2 5 6 ‐1 1

3 2 2 0 0

4 10 8 2 4

5 7 9 ‐2 4

6 1 3 ‐2 4

7 8 4 4 16

8 3 5 ‐2 4

9 9 10 ‐1 1

10 6 7 ‐1 1
10

2
i

i 1

D 44
=

=∑
n 10

2 2
i i

i 1 i 1

2 2

6 . D 6 . D

1 1 0,733
n . (n 1) 10 . (10 1)

= =ρ = − = − =
− −

∑ ∑

Puesto que   0,05 , 100,733 0,55ρ = > = ρ se rechaza la hipótesis nula admitiendo que las

observaciones de control de capacitación son dependientes. En definitiva, la habilidad demostrada
en el test está ligada a su desempeño en la vida real.



32              Portal Estadística Aplicada:  Estadística No Paramétrica

El p_valor (Sig. bilateral)  0,016 0,05= <  por lo que se rechaza la hipótesis nula,  afirmando que los

dos controles de capacitación están relacionados. Por otra parte, el coeficiente de correlación de
Spearman es alto, con una correlación positiva, a medida que aumenta el nivel del test aumenta el
volumen de ventas anual de los agentes.
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4.  El director de una agencia de viajes, para diseñar un conjunto de estrategias publicitarias, está
interesado en tener información sobre las edades de los compradores de un determinado paquete
de viajes. Por este motivo, decide registrar la edad de las personas que compran este tipo de oferta
de viajes, obteniendo la secuencia:

34 26 27 31 28 32 23 26 29 36

40 25 42 23 20 29 31 34 28 24

23 35 29 34 32 31 25 24 30 31

37 29 28 27

Con una significación del 5% se pide:

a)  Se admite la aleatoriedad en la serie de edades
b) Observando los datos, ¿se puede afirmar que las personas que compran este paquete de viajes
tienen al menos 30 años?

Solución:

a)  Pra verificar si la sucesión de edades es aleatoria, se realiza el contraste bilateral:

              0 1H :  La muestra es aleatoria H :  La muestra no es aleatoria

Para ello se acude a la prueba de rachas de Wald‐Wolfowitz que permite verificar la hipótesis nula
de que la muestra es aleatoria, es decir, si las sucesivas observaciones son independientes.

El estadístico de prueba del test de rachas de Wald‐Wolfowitz es:

                              R= "Número de rachas en la muestra"

El contraste se basa en el número de rachas que presenta la muestra. Una racha es una secuencia de
valores muestrales con una característica en común precedida y seguida por valores que no
presentan esa característica.

En esta línea, se considera una racha la secuencia de k valores consecutivos superiores o iguales a un
valor de corte (media, mediana, moda, ...)  siempre que se encuentran precedidos y seguidos por
valores inferiores a este valor de corte.

El número total de rachas en una muestra proporciona un indicio de sí hay o no aleatoriedad en la
muestra. Un número reducido de rachas (el caso extremo es 2) es indicio de que las observaciones
no se han extraído de forma aleatoria, los elementos de la primera racha proceden de una población
con una determinada característica (valores mayores o menores al punto de corte) mientras que los
de la segunda proceden de otra población.

De forma idéntica un número excesivo de rachas puede ser también indicio de no aleatoriedad de la
muestra.
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Si la muestra es suficientemente grande y la hipótesis de aleatoriedad es cierta, la distribución
muestral del número de rachas R  puede aproximarse mediante una distribución normal de
parámetros:

−
= + =

−
1 2 1 2 1 2

2

2n n 2n n (2n n n)
E(R) 1 Var(R)

n n (n 1)

Se acepta la hipótesis nula cuando    R /2

R E(R) c 0,5  R c E(R)
z z

  R E(R) c 0,5Var(R) α

< → =+ −
= ≤

> → = −

 Como las observaciones son cuantitativas, se construye una sucesión dicotómica asignando a
cada observación el signo de su desviación respecto a la mediana muestral, es decir:

                                              i i eD X m= −

Como los datos n 34= (par) , la mediana una vez ordenados los datos en orden ascendente, será el
valor medio de las observaciones centrales (lugares 17 y 18), con lo cual,

                                            e

29 29
m 29

2
+

= =

El signo de  i iD X 29= −  a partir de la

serie original será:

0

0

0

0

+ − − + − + − − +
+ − + − − + + − −
− + + + + − − + +
+ − −

Como hay cuatro observaciones iguales a la mediana se ignoran y se reduce el tamaño de la muestra
a n 34 4 30= − =  observaciones, donde:

1

2

n "Números con signo positivo" 15 10

n "Números con signo negativo" 15 10

= = >
= = >

Al ser  1 2n , n 10>  se puede utilizar la aproximación normal:

= + = + =1 22n n 2 . 15 . 15
E(R) 1 1 16

n 30

1 2 1 2
2 2

2n n (2n n n) 2 . 15 . 15 (2 . 15 . 15 30)
Var(R) 2,691

n (n 1) 30 . (30 1)
− −

= = =
− −

R

R c E(R) 16 16
z 0

Var(R) 2,691

+ − −
= = =

Como  0,025 R 0,025z 1,96 z 0 1,96 z− = − < = < =
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Se acepta la hipótesis nula de aleatoriedad de la serie de edades con una significación del 5%

 Cuando  1n 10>  y   2n 10>  se puede aplicar la distibución asintótica normal de Wald y

Wolfowitz, denotando por  1n
n

γ =  la proporción de observaciones de una categoría en la

muestra de tamaño n se verifica que:  dR N 2 (1 )n , 2 (1 ) n⎡ ⎤⎯⎯→ γ − γ γ − γ⎣ ⎦

En esta línea,  1n 15
0,5

n 30
γ = = = , quedando la distribución normal:

( )R N 2 . 0,5 . (1 0,5) . 30 , 2 . 0,5 . (1 0,5) 30 N 15 , 2,74⎡ ⎤− − ≡⎣ ⎦∼

Los valores críticos  1k  y  2k  se determinan con el valor de significación  0,05α = :

( )

( ) ( ) ( )

0 0

1 2
1 2

1 2

P ET1 P Rechazar H H  Cierta P R / N 15 , 2,74

k 15 k 15R 15 R 15
    P R k R k  /  N 15 , 2,74 P P

2,74 2,74 2,74 2,74

k 15 k 15
    P z P z 0,025 0,025

2,74 2,74

⎡ ⎤⎡ ⎤α = = = =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− −− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= ≤ ∪ ≥ = ≤ + ≥ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ≤ + ≥ = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 11
1

k 15 k 15k 15
P z z 0,025 1,96 k 9,63

2,74 2,74 2,74
− + − +−⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ = ≥ = → = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

22
2

k 15k 15
P z 0,025 1,96 k 20,37

2,74 2,74
−−⎡ ⎤≥ = → = → =⎢ ⎥⎣ ⎦

El número de rachas R 16= se encuentra en la región de aceptación:  9,63 R 16 20,37< = <  por lo

que se acepta la hipótesis nula de aleatoriedad de las edades con una significación del 5%.

 Cuando hay más de 10 rachas y el tamaño de la muestra n 40>  se puede utilizar la

aproximación asintótica de Levene:  d 2n 1 16n 29
R N ,

3 90

⎡ ⎤− −
⎯⎯→ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
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Como el p_valor (Sig. asintótica bilateral)  0,655 0,05= > = α   se admite la hipótesis nula de

aleatoriedad de la muestra.
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b)  El número de personas que compran el paquete de viajes con al menos 30 años de edad se
puede analizar desde dos perspectivas diferentes: contraste paramétrico o contraste no
paramétrico.

 En el contrastre paramétrico, un supuesto común en donde aparecen una o más variables
cuantitativas es que se éstas se distribuyen normalmente en la población de referencia. El
cumplimiento de este supuesto puede ser comprobado mediante la prueba de Kolmogorov‐Smirnov
o la prueba de Shapiro‐Wilk.                                                                                                                   No
obstante, diversos estudios han puesto de manifiesto que la importancia de este supuesto es
relativa a medida que el tamaño muestral es grande, en especial a partir de muestras mayores de 30
casos.

 El contraste no paramétrico es una prueba de significación que no presupone el cumplimiento
de normalidad, si bien debe verificar dos supuestos: (a) Que la muestra sea representativa de la
poblaión objeto de estudio. (b) Que las observaciones sean independientes.

El contraste no paramétrico tiene la ventaja de ser menos exigente que el contraste paramétrico a
nivel de supuestos, aunque presenta un aspecto negativo al ofrecer menor potencia estadística
(1 )−β  que la prueba paramétrica, es decir, con la prueba no paramétrica es menor la probabilidad

de cometer un Error Tipo I (Rechazar la hipótesis nula  0H  cuando es Cierta).

Entre los contrastes no paramétricos: La prueba de signos y el test de rangos‐signos de Wilcoxon
permiten el contraste de hipótesis acerca de la localización de la variable en estudio respecto a la
mediana, no respecto a la media como la prueba paramétrica t de Student.

El test de rangos‐signos de Wilcoxon requiere que la variable a analizar sea cuantitativa y que la
distribución de la misma sea simétrica, supuestos que no lo son para la prueba de signos, que tan
sólo asume que la variable a analizar sea al menos ordinal.

Debido al carácter habitualmente asimétrico positivo de la variable X≡ "Edad de las personas que
compran el paquete de viaje", así como a la simplicidad de los supuestos, se analiza en primer lugar
la prueba de signos, conocida también como prueba binomial.

 Contraste de signos (prueba binomial)

Denotando a la mediana poblacional por  eM ,  se contrasta si  eM m 30= =

Suponiendo que la variable aleatoria en estudio X es continua alrededor de  eM  se establecen las

hipótesis:    0 e 1 eH : M 30 H : M 30= ≠   (contraste bilateral o de dos colas)

Denotando por:

S+ = "Número de signos positivos en la muestra"

S− = "Número de signos negativos en la muestra"
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Los signos positivos y negativos se calculan haciendo las diferencias  i i eD X M= −

El estadístico de prueba S mín (S , S )+ −=  bajo la hipótesis nula  0H  sigue una distribución binomial

S B(n , 1 / 2)∼       [ ] [ ]= = = =
n n

E S n . p V S n . p . q
2 4

Cuando n es suficientemente grande 
n n

n 10 S N ,
2 4

⎛ ⎞> ⎯⎯→ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼

Se acepta   0H  cuando   p / 2

n
(S 0,5)

(S 0,5) 0,5 . n2
z z

n 0,5 . n
4

α

− − − −
= = ≤

Se calculan las diferencias  i iD X 30= −

0

+ − − + − + − − − +
+ − + − − − + + − −
− + − + + + − − +
+ − − −

Como hay una observación igual a 0 se reduce el tamaño
muestral a n 34 1 33 10= − = >  observaciones. Al ser n

suficientemente grande se puede utilizar la aproximación
normal.

S 14 10 S 19 10 S mín(14, 19) 14+ −= > = > = =

Siendo   p 0,025

(14 0,5) 0,5 . 33
z 1,04 1,96 z

0,5 . 33

− −
= = < =

Se acepta la hipótesis nula  0 eH : M 30= ,  afirmando que la mitad de las personas que compran este

tipo de viajes tienen 30 años.

En el contraste unilateral a la izquierda (cola a la izquierda):  0 e 1 eH : M 30 H : M 30≥ <

Se acepta la hipótesis nula cuando   p

(S 0,5) 0,5 . n
z z

0,5 . n
α

− −
= > −
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En consecuencia, siendo  p 0,05

(14 0,5) 0,5 . 33
z 1,04 1,645 z

0,5 . 33

− −
= = − > − =  se acepta la hipótesis

nula, en consecuencia la mitad de las personas que compran este tipo de viajes tienen al menos 30
años.

El p_valor (Sig. asintótica bilateral)  0,392 0,05= > = α  con lo que se acepta la hipótesis nula

0 eH : M 30=  (contraste bilateral o de dos colas)

• Para realizar el contraste unilateral  a la izquierda:   0 e 1 eH : M 30 H : M 30≥ <

 p_valor (Sig. asintótica unilateral izquierda) 
0,392

1 0,804 0,05
2

= − = > = α →

concluyendo que las personas que compran este paquete de viajes tienen al menos 30 años.
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Si se hubiera optado por un contraste paramétrico de la variable X≡ "Edad de las personas que
compran el paquete de viaje" se tendría que haber realizado primero un contraste de normalidad de
los datos obtenidos.
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En ambos contrastes (Kolmogorov‐Smirnov y Shapiro‐Wilk)  el p_valor (Signatura) es mayor que
0,05α =  en consecuencia se admite la hipótesis de normalidad.

Realizando ahora el contraste parámetrico:  0 1H :  30 H :  30μ ≥ μ <

El p_valor (Sig. bilateral)  0,567 0,05= > = α   con lo que se admite la hipótesis nula del contraste

bilateral  0H :  30μ = , es decir, las personas que compran el paquete de viajes tienen 30 años.
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El contraste que se desea realizar   0 1H :  30 H :  30μ ≥ μ <   es un contraste unilateral a la izquierda

(cola a la izquierda):

p_valor (Sig. unilateral izquierda) 
0,567

1 0,7165 0,05
2

= − = > = α → Se acepta la hipótesis nula

concluyendo que las personas que compran el paquete de viajes tienen al menos 30 años

 Contraste de rangos‐signos de Wilcoxon

Para aplicar el contraste es necesario suponer que la variable aleatoria X es continua y simétrica
respecto a su mediana.

Se establece el contraste bilateral:    0 e 1 eH : M 30 H : M 30= ≠

Estadístico de prueba:  i i e iT Suma de los rangos positivos de D X M R+
+ = = − =∑

Cuando el tamaño muestral n 15>  se puede utilizar la aproximación normal, y en lugar de

iT R+
+ =∑ , utilizar como estadístico de contraste 

[ ]
[ ]

0
p n

HT E T
z N(0,1)

Var T

+ +

+

→ ∞

−
= ⎯⎯⎯→

Se admite  0H  si 
[ ]
[ ]p / 2

T E T
z z

Var T

+ +
α

+

−
= ≤

El cálculo del  valor experimental del estadístico, se obtiene:

  [ ] [ ]n . (n 1) n . (n 1) . (2n 1)
E T Var T

4 24+ +

+ + +
= =

A continuación, para facilitar los cálculos necesarios para hallar el estadístico de contraste, se
elabora la tabla siguiente:
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 1 2 3 4 5 6 7 8
Orden  ix i iD x 30= − ix iD Posición  iD Rango R

iR
−

iR
+

20 ‐10 20 10 31 31,5 31,5

23 ‐7 23 7 27 28,5 28,5

23 ‐7 23 7 28 28,5 28,5

23 ‐7 23 7 29 28,5 28,5

24 ‐6 24 6 24 25 25

24 ‐6 24 6 25 25 25

25 ‐5 25 5 21 22 22

25 ‐5 25 5 22 22 22

26 ‐4 26 4 16 18 18

26 ‐4 26 4 17 18 18

27 ‐3 27 3 14 14,5 14,5

27 ‐3 27 3 15 14,5 14,5

28 ‐2 28 2 9 11 11

28 ‐2 28 2 10 11 11

28 ‐2 28 2 11 11 11

29 ‐1 29 1 1 4,5 4,5

29 ‐1 29 1 2 4,5 4,5

29 ‐1 29 1 3 4,5 4,5

29 ‐1 29 1 4 4,5 4,5

30 0 31 1 5 4,5 4,5

31 1 31 1 6 4,5 4,5

31 1 31 1 7 4,5 4,5

31 1 31 1 8 4,5 4,5

31 1 32 2 12 11 11

32 2 32 2 13 11 11

32 2 34 4 18 18 18

34 4 34 4 19 18 18

34 4 34 4 20 18 18

34 4 35 5 23 22 22

35 5 36 6 26 25 25

36 6 37 7 30 28,5 28,5

37 7 40 10 32 31,5 31,5

40 10 42 12 33 33 33

42 12 327 234
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 En la primera columna se ordenan los datos muestrales de menor a mayor

 La segunda columna son las diferencias entre los datos muestrales ordenados y la mediana

 Se reinicia el proceso

 La tercera columna son los datos muestrales ordenados, sin tener en cuenta los datos con

diferencias nulas  iD 0=

 En la cuarta columna las diferencias absolutas  i iD x 30 0= − ≠

 En la quinta columna la posición de  iD  en orden ascendente, empezando por la más pequeña.

 En la sexta columna los rangos de las diferencias  iD ,  cuando hay diferencias repetidas se

asigna el rango medio de ellas.
Excel: JERARQUIA.MEDIA(Dato, Columna valor absoluto datos, Columna datos ordenados)

La diferencia  iD 10=  está repetida 2 veces, el rango se obtiene: 
31 32

31,5
2
+

=

La diferencia  iD 1=  está repetida 8 veces, el rango se obtiene: 
1 2 3 4 5 6 7 8

4,5
8

+ + + + + + +
=

La diferencia  iD 3=  está repetida 2 veces, el rango se obtiene: 
14 15

14,5
2
+

=

La diferencia  iD 4=  está repetida 5 veces, el rango se obtiene: 
16 17 18 19 20

18
5

+ + + +
=

 En la septima y octava columna aparecen, respectivamente, los rangos negativos y positivos.

i iT R 327 T R 234− +
− += = = =∑ ∑

Como n 33 15= > , utilizando la aproximación nomal, el estadístico de contraste:

  [ ] [ ]n . (n 1) 33 . 34 n . (n 1) . (2n 1) 33 . 34 . 67
E T 280,5 Var T 3132,25

4 4 24 24+ +

+ + +
= = = = = =

[ ]
[ ]p

T E T 234 280,5
z 0,831

3132,25Var T

+ +

+

− −
= = =

Siendo   p 0,025z 0,831 1,96 z= < =  se admite la hipótesis nula  0 eH : M 30= , coincidiendo con el

diagnóstico del test de signos de la mediana.
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Se admite la hipótesis nula  eM 30=  al

presentar un p_valor (Sig. asintótica
bilateral)  0,405 0,05= > = α
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5.  Un cuestionario sobre innovación empresarial, entre otros aspectos,  recoge datos sobre la edad

( ix ) y los años de experiencia profesional ( iy ), obteniendo la siguiente tabla:

  ix 35 37 42 31 33 47 52 50 60 39 43 34 34 41 49 40 34 57 53 32 45

iy 5 7 10 6 8 12 17 16 23 7 13 4 9 11 12 14 9 21 28 7 10

a)  Contrastar que la edad de innovadores es una muestra aleatoria simple de una población
continua y simétrica, con mediana igual o mayor que 40 para un nivel de significación del 5%.
b)  Contrastar que la experiencia profesional es una muestra aleatoria simple de una población
continua y simétrica, con mediana 16 para un nivel de significación del 5%.

Solución:

a)  Como los datos proceden de una población continua y simétrica se puede emplear la prueba de
signos de Wilcoxon, estableciendo el contraste unilateral a la izquierda:

                                    0 e 1 eH : M 40 H : M 40≥ <

A simple vista se observa que la decimosexta observación es igual a la mediana, la diferencia es
cero,  con lo que el tamaño muestral se reduce una unidad, pasando a ser n 20=

El tamaño muestral n 15>  pudiendo utilizar la aproximación normal.

Se admite  0H  si 
[ ]
[ ]p

T E T
z z

Var T

+ +
α

+

−
= ≥ −

Para determinar el estadístico de contraste se recurre a la tabla siguiente:

 En la primera columna se ordenan los datos muestrales de menor a mayor

 La segunda columna son las diferencias entre los datos muestrales ordenados y la mediana

 En la tercera columna las diferencias absolutas  i iD x 40= −

 En la cuarta columna la posición de  iD  en orden ascendente, empezando por la más pequeña.

 En la quinta columna los rangos de las diferencias  iD ,  cuando hay diferencias repetidas se

asigna el rango medio de ellas.
Excel: JERARQUIA.MEDIA(Dato, Columna valor absoluto datos, Columna datos ordenados)

La diferencia  iD 1=  está repetida 2 veces, el rango se obtiene: 
1 2

1,5
2
+

=
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La diferencia  iD 3=  está repetida 2 veces, el rango se obtiene: 
4 5

4,5
2
+

=

La diferencia  iD 5=  está repetida 2 veces, el rango se obtiene: 
6 7

6,5
2
+

=

La diferencia  iD 6=  está repetida 3 veces, el rango se obtiene: 
8 9 10

9
3

+ +
=

La diferencia  iD 7=  está repetida 2 veces, el rango se obtiene: 
11 12

11,5
2
+

=

La diferencia  iD 9=  está repetida 2 veces, el rango se obtiene: 
14 15

14,5
2
+

=

1 2 3 4 5 6 7
Orden  ix i iD x 40= −

iD Posición  iD Rango R
iR
−

iR
+

31 ‐9 9 14 14,5 14,5

32 ‐8 8 13 13 13

33 ‐7 7 11 11,5 11,5

34 ‐6 6 8 9 9

34 ‐6 6 9 9 9

34 ‐6 6 10 9 9

35 ‐5 5 6 6,5 6,5

37 ‐3 3 4 4,5 4,5

39 ‐1 1 1 1,5 1,5

41 1 1 2 1,5 1,5

42 2 2 3 3 3

43 3 3 5 4,5 4,5

45 5 5 7 6,5 6,5

47 7 7 12 11,5 11,5

49 9 9 15 14,5 14,5

50 10 10 16 16 16

52 12 12 17 17 17

53 13 13 18 18 18

57 17 17 19 19 19

60 20 20 20 20 20

78,5 131,5

En la sexta y septima columna aparecen, respectivamente, los rangos negativos y positivos.

i iT R 78,5 T R 131,5− +
− += = = =∑ ∑
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[ ] [ ]n . (n 1) 20 . 21 n . (n 1) . (2n 1) 20 . 21 . 41
E T 105 Var T 717,5

4 4 24 24+ +

+ + +
= = = = = =

[ ]
[ ]p

T E T 131,5 105
z 0,99

717,5Var T

+ +

+

− −
= = =

p 0,05z 0,99 1,645 z= ≥ − = − → aceptando la hipótesis nula
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SPSS siempre un contraste bilateral o de dos colas:  0 e 1 eH : M 40 H : M 40= ≠  que se acepta al

presentar un p_valor (Sig. asintótica bilateral)  0,322 0,05= >

En el caso del contraste unilateral a la izquierda:   0 e 1 eH : M 40 H : M 40≥ <  corresponde una

Sig.asintótica izquierda  1 p_valor / 2 1 0,161 0,839 0,05= − = − = > , con lo que se acepta la

hipótesis nula.

b)  Como los datos proceden de una población continua y simétrica se puede emplear la prueba de
signos de Wilcoxon, estableciendo el contraste bilateral o de dos colas:

                                    0 e 1 eH : M 16 H : M 16= ≠

La octava posición es igual a la mediana propuesta, la diferencia es cero, con lo que se elimina del
estudio, y el tamaño muestral es n 20 15= > ,  utilizando la aproximación asintótica bilateral a la
distribución N(0, 1)

Se admite  0H  si 
[ ]
[ ]p /2

T E T
z z

Var T

+ +
α

+

−
= ≤

Para determinar el estadístico de contraste se recurre a la tabla siguiente:



50              Portal Estadística Aplicada:  Estadística No Paramétrica

1 2 3 4 5 6 7
Orden  iy i iD y 16= −

iD Posición  iD Rango R
iR
−

iR
+

4 ‐12 12 19 19,5 19,5

5 ‐11 11 18 18 18

6 ‐10 10 17 17 17

7 ‐9 9 14 15 15

7 ‐9 9 15 15 15

7 ‐9 9 16 15 15

8 ‐8 8 13 13 13

9 ‐7 7 10 11 11

9 ‐7 7 11 11 11

10 ‐6 6 8 8,5 8,5

10 ‐6 6 9 8,5 8,5

11 ‐5 5 6 6,5 6,5

12 ‐4 4 4 4,5 4,5

12 ‐4 4 5 4,5 4,5

13 ‐3 3 3 3 3

14 ‐2 2 2 2 2

17 1 1 1 1 1

21 5 5 7 6,5 6,5

23 7 7 12 11 11

28 12 12 20 19,5 19,5

172 38

 En la primera columna se ordenan los datos muestrales de menor a mayor

 La segunda columna son las diferencias entre los datos muestrales ordenados y la mediana

 En la tercera columna las diferencias absolutas  i iD y 16= −

 En la cuarta columna la posición de  iD  en orden ascendente, empezando por la más pequeña.

En la quinta columna los rangos de las diferencias  iD ,  cuando hay diferencias repetidas se asigna

el rango medio de ellas.
Excel: JERARQUIA.MEDIA(Dato, Columna valor absoluto datos, Columna datos ordenados)

La diferencia  iD 4=  está repetida 2 veces, el rango se obtiene: 
4 5

4,5
2
+

=
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La diferencia  iD 5=  está repetida 2 veces, el rango se obtiene: 
6 7

6,5
2
+

=

La diferencia  iD 6=  está repetida 2 veces, el rango se obtiene: 
8 9

8,5
2
+

=

La diferencia  iD 7=  está repetida 3 veces, el rango se obtiene: 
10 11 12

11
3

+ +
=

La diferencia  iD 9=  está repetida 3 veces, el rango se obtiene: 
14 15 16

15
3

+ +
=

La diferencia  iD 12=  está repetida 2 veces, el rango se obtiene: 
19 20

19,5
2
+

=

En la sexta y septima columna aparecen, respectivamente, los rangos negativos y positivos.

i iT R 172 T R 38− +
− += = = =∑ ∑

[ ] [ ]n . (n 1) 20 . 21 n . (n 1) . (2n 1) 20 . 21 . 41
E T 105 Var T 717,5

4 4 24 24+ +

+ + +
= = = = = =

[ ]
[ ]p

T E T 38 105
z 2,504

717,5Var T

+ +

+

− −
= = =

pz 2,504= ≤ 0,051,645 z= → Se rechaza la hipótesis nula a un nivel de significación del 1%.
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El p_valor (Sig. asintótica bilateral)  0,012 0,05= <  por lo que se rechaza la hipótesis nula,  es decir,

la mediana no es igual a 16 años de experiencia profesional, para la muestra considerada a un nivel
de significación del 5%.
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6.  En tres estaciones del metro de Madrid se analiza la puntualidad del servicio. Para ello, se toma
una muestra en cada una de ellas, midiendo el tiempo que se retrasa cada tren que llega. Se han
obtenido los resultados siguientes:

A 30 25 29 32 33 20 19 5 18 23

B 26 21 22 37 38 13 10 9 3 14 16 34

C 31 35 42 15 17 11 12 24

Contrastar si los retrasos en las tres estaciones son semejantes, con un nivel de significación del 5%.
Utilizar la prueba de Kruskal‐Wallis.

Solución:

La prueba de Kruskal‐Wallis permite contrastar si varias muestras independientes, de iguales o
diferentes tamaños,  proceden de la misma población continua.

Sean  1 2F , F  y  3F  las correspondientes funciones de distribución. Se trata de comprobar si estas

funciones presentan diferencias significativas en cuanto a su retraso.

Aplicando el test de Kruskal‐Wallis se contrasta:

                    0 1 2 3 1H : F (x) F (x) F (x) H :  Al menos dos son diferentes= =

siendo  iF  la función de distribución de la variable  iX  ,  i 1, 2, 3=

Estadístico de contraste:  
k 2

i

ii 1

R12
H 3 . (n 1)

n . (n 1) n
=

= − +
+ ∑

Siendo,  
ink

i i ij ij

i 1 j 1

n n R r r Rango de la observación j‐ésima de la muestra i
= =

= = ≡∑ ∑

Se rechaza  0H  cuando  ( )0P H h Hα≥ = α

h valor críticoα ≡  que se observa en las tabla de valores críticos de Kruskal‐Wallis.

Cuando todos los tamaños muestrales son mayores que 5 se recurre a la aproximación asintótica,

que emplea la distribución  2
, k 1α −χ  con  k número de muestras≡

Para calcular el valor experimental H se ordenan las observaciones  ix  de menor a mayor, asignando

a cada una su rango  iR



54              Portal Estadística Aplicada:  Estadística No Paramétrica

estación ix iR

2 3 1
1 5 2

2 9 3

2 10 4

3 11 5

3 12 6

2 13 7

2 14 8

3 15 9

2 16 10

3 17 11

1 18 12

1 19 13

1 20 14

2 21 15

2 22 16

1 23 17

3 24 18

1 25 19

2 26 20

1 29 21

1 30 22

3 31 23

1 32 24

1 33 25

2 34 26

3 35 27

2 37 28

2 38 29

3 42 30

Se agrupan los rangos de cada estación y se hace la suma de cada una de las muestras:
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estación A
iR estación B

iR estación C
iR

1 2 2 1 3 5

1 12 2 3 3 6

1 13 2 4 3 9

1 14 2 7 3 11

1 17 2 8 3 18

1 19 2 10 3 23

1 21 2 15 3 27

1 22 2 16 3 30

1 24 2 20

1 25 2 26

2 28

2 29

169 167 129

A
i

B
i

C
i

R 169

R 167

R 129

=

=

=

Estadístico contraste:

3 2 2 2 2
i

ii 1

R12 12 169 167 129
H 3 . (n 1) 3 . 31 0,6814

n . (n 1) n 30 . 31 10 12 8
=

⎛ ⎞
= − + = + + − =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∑

Como se rechaza  0H  cuando  ( )0P H h Hα≥ = α

recurriendo a la aproximación asintótica a la   2 2
k 1 , 2 , 0,05 5,991− αχ = χ =

0,05H 0,6814 h 5,991= < = → aceptando la hipótesis nula, afirmando que los retrasos en las tres

estaciones son semejantes o siguen una misma distribución, con un nivel de significación del 5%.
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El p_valor (Sig. asintótica)  0,711 0,05= > = α → aceptando la hipótesis nula, es decir, los

retrasos en las tres estaciones son semejantes o siguen una misma distribución, con un nivel de
significación del 5%.
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7.  Un fabricante de juguetes desea conocer si existen diferencias en cuanto a la calidad de cuatro
marcas de pilas extendidas en el mercado, con el fin de recomendarlas para su utilización en un
nuevo juguete que se va a promocionar. Para comparar las cuatro marcas, toma muestras aleatorias
de pilas de cada una de las marcas y controla el tiempo que permanecen funcionando el juguete en
cuestión. Los resultados obtenidos fueron:

 A 87 95 100 79 85 98 100 84

B 97 62 59 37 90 42 44 100 94

C 100 45 50 95 70 78 80 47 69

D 75 50 54 65

Utilizando un nivel de ssignificación del 5%, ¿puede decirse que existen diferencias significativas en
las calidades de estas marcas de pilas alcalinas?.
Utilizar la prueba de Kruskal‐Wallis.

Solución:

Sean  1 2 3F , F , F  y  4F  las correspondientes funciones de distribución. Se trata de comprobar si estas

funciones presentan diferencias significativas en cuanto a la duración de las pilas.

Aplicando el test de Kruskal‐Wallis se contrasta:

                    0 1 2 3 1H : F (x) F (x) F (x) H :  Al menos dos son diferentes= =

siendo  iF  la función de distribución de la variable  iX  ,  i 1, 2, 3, 4=

El estadístico de contraste corregido por observaciones repetidas:

k 2
i

3
c ii 1j j

j
c 2

R1 1 12
H .H . 3 . (n 1)

f n . (n 1) n( )

f 1
n . (n 1)

•

=

= = − +
+τ − τ

= −
−

∑∑

Siendo,  
ink

i i ij ij

i 1 j 1

n n R r r Rango de la observación j‐ésima de la muestra i
= =

= = ≡∑ ∑
jτ ≡Número de observaciones que se repiten de cada grupo de repeticiones.

Se rechaza  0H  cuando  ( )0P H h H•
α≥ = α

Para calcular el valor experimental se ordenan las observaciones de menor a mayor, asignándoles su
correspondiente rango y sumando los rangos de la observaciones de cada muestra. En caso de
empates,  se procede de forma habitual:
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Muestra pilas ix Muestra pilas ix iR

1 87 2 37 1
1 95 2 42 2

1 100 2 44 3

1 79 3 45 4

1 85 3 47 5

1 98 4 50 6,5

1 100 3 50 6,5

1 84 4 54 8

2 97 2 59 9

2 62 2 62 10

2 59 4 65 11

2 37 3 69 12

2 90 3 70 13

2 42 4 75 14

2 44 3 78 15

2 100 1 79 16

2 94 3 80 17

3 100 1 84 18

3 45 1 85 19

3 50 1 87 20

3 95 2 90 21

3 70 2 94 22

3 78 3 95 23,5

3 80 1 95 23,5

3 47 2 97 25

3 69 1 98 26

4 75 1 100 28,5

4 50 2 100 28,5

4 54 3 100 28,5

4 65 1 100 28,5

Se observa que hay observaciones repetidas, como en el caso del valor 100 que aparece en las
posiciones 27, 28, 29 y 30, siendo el rango medio:

27 28 29 30
R 28,5

4
+ + +

= =
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Muestra A A
iR Muestra B B

iR Muestra C C
iR Muestra D D

iR

1 16 2 1 3 4 4 6,5

1 18 2 2 3 5 4 8

1 19 2 3 3 6,5 4 11

1 20 2 9 3 12 4 14

1 23,5 2 10 3 13

1 26 2 21 3 15

1 28,5 2 22 3 17

1 28,5 2 25 3 23,5

2 28,5 3 28,5

179,5 121,5 124,5 39,5

A B C D
i i i iR 179,5 R 121,5 R 124,5 R 39,5= = = =

Estadístico de contraste inicial:

4 2 2 2 2 2
i

ii 1

R12 12 179,5 121,5 124,5 39,5
H 3 . (n 1) 3 . 31 7,3883

n . (n 1) n 30 . 31 8 9 9 4
=

⎛ ⎞
= − + = + + + − =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∑

Empleando el factor de corrección para observaciones repetidas:

3
j j

j
c 2

( )

f 1
n . (n 1)

τ − τ

= −
−

∑

jτ ≡Número de observaciones que se repiten de cada grupo de repeticiones:  2 (por el valor de 50),

2 (por el valor de 95) y 4 (por el valor de 100)

3
j j 3 3 3

j
c 2 2

( )
(2 2) (2 2) (4 4)

f 1 1 0,9972
n . (n 1) 30 . 29

τ − τ
− + − + −

= − = − =
−

∑

El estadístico de contraste final:  
c

1 7,3883
H .H 7,408

f 0,9972
• = = =

Se rechaza  0H  cuando  ( )0P H h H•
α≥ = α

recurriendo a la aproximación asintótica a la   2 2
k 1 , 3 , 0,05 7,815− αχ = χ =

0,05H 7,408 h 7,815• = < = →     Se acepta la hipótesis nula, por tanto no existen diferencias

significativas en la duración de las pilas alcalinas, con un nivel de significación del 5%.
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Siendo el p_valor (Sig. asintótica) 0,06 0,05= > = α → Se acepta la hipótesis nula, concluyendo

que no existen diferencias significativas en la duración de las pilas alcalinas, es decir, la duración de
las pilas pueden tener una misma distribución, con un nivel de significación del 5%
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8.  En la siguiente tabla se adjuntan los datos sobre el ROE (ratio utilizado para realizar análisis
mediante la medición de la rentabilidad obtenida por la entidad sobre sus recursos propio) y ROA
(beneficio obtenido antes de intereses e impuestos ‐ activos totales) de diez entidades financ seieras
que cotizan en Bolsa.

Entidades ROE ROA

1 Endesa 13,68 1,80

2 Repsol 14,64 1,73

3 BBVA 20,28 1,66

4 Banesto 17,52 1,25

5 Carrefour 20,34 2,21

6 Ibercaja 15,12 2,28

7 Aceralia 18,6 1,75

8 Unicaja 18,72 2,83

9 BBK 19,32 2,62

10 Bankia 13,8 1,32

Contrastar que ambos conceptos no están relacionados empleando la  τ  de Kendall, con un nivel de
significación del 5%.

Solución:

Se establece el contraste bilateral:  0 XY 1 XYH :   0 H :   0τ = τ ≠

 Estadístico de contraste: 
2 . S

n . (n 1)
τ =

−

con n ≡ tamaño de la muestra y  S ≡ Suma total de la función indicador: 
n

ij

i 1
i j

S
=
<

= ψ∑

Se hallan los indicadores:   ( )i j

* *
ij y y

1 Si no hay inversión de rangos
R , R

1 Si hay inversión de rangos     
⎧

ψ = ⎨−⎩

utilizando la dobe tabla de 
i

*
yR

Se rechaza  0H  si   0P k H  es Cierta⎡ ⎤τ ≥⎣ ⎦

El estadístico de contraste  τ   se contruye mediante una tabla que contenga los rangos 
ix

R y 
iy

R ,

considerando los valores ordenados de mayor a menor.

Posteriormente se reordenan siguiendo el orden natural de 
ix

R
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ix 1 $ $ $ $10R Jerarquia(x ; x 1 : x )≡

iy 1 $ $1 $ $R Jerarquia(y ; y : y 10)≡

 Entidades ix iy ix
R

iy
R  Entidades

i

*
xR i

*
yR

 Endesa 13,68 1,80 10 5  Carrefour 1 4

 Repsol 14,64 1,73 8 7  BBVA 2 8

 BBVA 20,28 1,66 2 8  BBK 3 2

 Banesto 17,52 1,25 6 10  Unicaja 4 1

 Carrefour 20,34 2,21 1 4  Aceralia 5 6

 Ibercaja 15,12 2,28 7 3  Banesto 6 10

 Aceralia 18,6 1,75 5 6  Ibercaja 7 3

 Unicaja 18,72 2,83 4 1  Repsol 8 7

 BBK 19,32 2,62 3 2  Bankia 9 9

 Bankia 13,8 1,32 9 9  Endesa 10 5

Se hallan los indicadores:    ( )i j

* *
ij y y

1 Si no hay inversión de rangos
R , R

1 Si hay inversión de rangos     
⎧

ψ = ⎨−⎩
utilizando la dobe tabla de 

i

*
yR

2

*
yR 3

*
yR 4

*
yR 5

*
yR 6

*
yR 7

*
yR 8

*
yR 9

*
yR 10

*
yR

8 2 1 6 10 3 7 9 5

1

*
yR 4 1 ‐1 ‐1 1 1 ‐1 1 1 1

2

*
yR 8 ‐1 ‐1 ‐1 1 ‐1 ‐1 1 ‐1

3

*
yR 2 ‐1 1 1 1 1 1 1

4

*
yR 1 1 1 1 1 1 1

5

*
yR 6 1 ‐1 1 1 ‐1

6

*
yR 10 ‐1 ‐1 ‐1 ‐1

7

*
yR 3 1 1 1

8

*
yR 7 1 ‐1

9

*
yR 9 ‐1

1 ‐2 ‐3 2 5 ‐2 3 6 ‐1

9

ij

i 1
i j

S 1 2 3 2 5 2 3 6 1 9
=
<

= ψ = − − + + − + + − =∑
2 . S 2 . 9

0,200
n . (n 1) 10 . 9

τ = = =
−

Teniendo en cuenta la aproximación asíntótica
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( )2 . (2n 5) 2 . 25
N 0, N 0, N 0, 0,248

9n . (n 1) 9 . 10 . 9

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
τ ≈ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Se rechaza  0H  si   ( )0

k
P k H  es Cierta P k N 0, 0,248 P z

0,248
⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤τ ≥ = τ ≥ = ≥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

0,025

k
1,96 z k 0,486

0,248
= = ⇒ =

Como se verifica que  0,0250,200 0,486 zτ = < = → Se acepta la hipótesis nula de que las

variables se encuentran incorreladas, es decir, las variables ROE y ROA no se encuentran asociadas.

El p_valor (Signatura bilateral)  0,421 0,05= > = α → Se acepta la hipótesis nula de

incorrelacción de las variables ROA Y ROE. En consecuencia, no se encuentran asociadas.
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9.  La tabla adjunta presenta las cotizaciones máximas de las acciones de una compañía durante los
últimos diez días del mes de octubre:

14,47 12,63 15,12 17,75 18,05 17,1 13,42 20,4 19,3 17,4

a) Con un nivel de significación del 10%, ¿se puede decir que la muestra es aleatoria con respecto a
la media de cotizaciones alcanzada en mes anterior que fue de 17,5 euros?
B)  Contrastar si las acciones se pueden considerar normalmente distribuidas, con un nivel de
significación del 5%. Utilizar el contraste de Lilliefors y Shapiro‐Wilk

Solución:

a)  Se utiliza el contraste de rachas de Wald‐Wolfowitz

Se establece el contraste:     0H : La muestra es aleatoria      1H : La muestra no es aleatoria

Estadístico contraste:  R= Número de rachas

Para obtener una sucesión dicotómica se compara cada observación con 17,5, sustituyendo el valor
por el signo S cuando el valor observado supere a esta cantidad o por el signo I cuando la
observación sea inferior a 17,5. En caso de haber alguna observación igual a esta cantidad se ignora
y el tamaño de la muestra se reduce convenientemente.

14,47 12,63 15,12 17,75 18,05 17,1 13,42 20,4 19,3 17,4

I I I S S I I S S I

La sucesión dicotómica queda:  ˆIII  SS II SS I R 5→ =

1 2n Número de signos S 4 n Número de signos I 6= = = =

Región crítica del contraste:
Siendo  1k  y   2k  el menor y el mayor

entero, respectivamente, que verifican:

1 1P(R k ) 0,05 P(R k ) 0,05
2 2
α α

≤ ≤ = ≥ ≤ =

Utilizando la tabla para el test de rachas de aleatoriedad:
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1P(R 3) 0,0476 0,05 P(R 4) 0,1905 0,05 k 3≤ = ≤ ≤ = > → =

2

P(R 7) 0,8810 P(R 8) 1 0,8810 0,1190 0,05
k 9

P(R 8) 0,9762 P(R 9) 1 0,9762 0,0238 0,05

≤ = → ≥ = − = >⎧
→ =⎨ ≤ = → ≥ = − = ≤⎩

Región crítica del contraste:

Con una significación del 5% se acepta la aleatoriedad de la muestra de cotizaciones respecto a la
media histórica alcanzada el mes anterior.
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El p_valor (Sig. sintót. Bilateral)  0,833 0,10= > = α
con lo que se acepta la hipótesis nula de aleatoriedad de la
muestra.

b)  Contraste de normalidad de Lilliefors

 Contraste bilateral:

0

1

H : La muestra procede de una distribución normal

H : La muestra no procede de una distribución normal

Estadístico contraste:  n n 0 i iD máx F (z) F (z) máx(a , b )= − =

Se acepta  0H  si   n n 0 i i , nD máx F (z) F (z) máx(a , b ) D (valor crítico tabla de Lilliefors)α= − = <
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Para determinar el estadístico de contraste se construye una tabla donde se ordenan los datos,

tipificando cada valor, se calcula  0 iF (z )  ,  n iF (z )  y se crean las columnas  i 0 i n ia F (z ) F (z )= −  y

i 0 i n i 1b F (z ) F (z )−= −

Valores tipificados  i i
i

x

x x x 16,564
z

s 2,5524
− −

= =

10 10
2

1 i 2 i

i 1 i 1

2 2 2
x 2 1

1 165,64 1 2802,2936
a x x 16,564 a x 280,22936

10 10 10 10

a a 280,22936 16,564 5,8633

= =

= = = = = = =

σ = − = − =

∑ ∑

2
x x

10 . 5,8633
s 6,5147 s 6,5147 2,5524

9
= = = =

0 i iF (z ) Función de distribución de una N(0, 1):  DISTR.NORM.ESTAND(z )≡

o

n i n i

n observaciones N(z)
F (z ) Función de distribución empírica de la muestra tipificada:  F (z )

n n
≡ = =

ix iz n iF (z ) 0 iF (z ) i 0 i n ia F (z ) F (z )= − i 0 i n i 1b F (z ) F (z )−= −

12,63 ‐1,5413 0,100 0,0616 0,0384 0,0616

13,42 ‐1,2318 0,200 0,1090 0,0910 0,0090

14,47 ‐0,8204 0,300 0,2060 0,0940 0,0060

15,12 ‐0,5657 0,400 0,2858 0,1142 0,0142

17,1 0,2100 0,500 0,5832 0,0832 0,1832

17,4 0,3275 0,600 0,6284 0,0284 0,1284

17,75 0,4647 0,700 0,6789 0,0211 0,0789

18,05 0,5822 0,800 0,7198 0,0802 0,0198

19,3 1,0719 0,900 0,8581 0,0419 0,0581

20,4 1,5029 1,000 0,9336 0,0664 0,0336

n i i 0,10 , 10D máx(a , b ) 0,1832 0,239 D (valor crítico tabla de Lilliefors)= = < =

Por lo que se acepta la hipótesis nula de normalidad para la muestra, con un nivel de significación
del 10%
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El p_valor (Sig) 0,2 0,1= > = α → Se acepta la hipótesis nula de normalidad de la muestra.
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 Contraste de normalidad de Shapiro‐Wilk

 Contraste bilateral:

Dada una muestra aleatoria simple de tamaño n  1 2 n(x , x , , x )

Se establecen las hipótesis:

0

1

H : La muestra procede de una distribución normal

H : La muestra no procede de una distribución normal

Estadístico contraste: 

2
k

i n i 1 i

i 1

n
2

i

i 1

a . (x x )

W

(x x)

− +

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−

∑

∑
       

n / 2 par     
k

(n 1) / 2 impar
⎧

= ⎨ −⎩

n
n

i

i n i 1 i

x Estadístico ordenado de orden i

a Coeficientes para cada (x x ) ,  con (n , i 1, 2, ... , k  ) valores de la tabla de Shapiro‐Wilk− +

≡
≡ − =

Se rechaza la hipótesis de normalidad  0H  cuando   , nW Wα<  (valor crítico de Shapiro‐Wilk)

Para calcular el estadístico W se organizan las operaciones en la siguiente tabla:

ix n i 1x − + ix n i 1 ix x− + − ia i n i 1 ia . (x x )− + −
20,4 20,4 12,63 7,77 0,5739 4,4592

19,3 19,3 13,42 5,88 0,3291 1,9351

18,05 18,05 14,47 3,58 0,2141 0,7665

17,75 17,75 15,12 2,63 0,1224 0,3219

17,4 17,4 17,1 0,30 0,0399 0,0120

17,1 7,4947

15,12

14,47

13,42

12,63

          

2
5

2
i n i 1 i

i 1

a . (x x ) 7,4947 56,1705− +

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟− = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑
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Se había calculado 
10 10

2 2 2
x i i

i 1 i 1

1
s (x x) 6,5147 (x x) 58,6323

9
= =

= − = → − =∑ ∑

Así pues:  

2
5

i n i 1 i

i 1

10
2

i

i 1

a . (x x )
56,1705

W 0,9579
58,6323

(x x)

− +

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

−

∑

∑
Siendo  0,10 , 10W 0,9579 0,869 W= > =   se acepta la hipótesis nula de normalidad, con un 10% de

significación.
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10.  En la tabla aparecen los resultados de una encuesta que se realizó a cien personas sobre las
veces que viajaban en avión durante un año.

ix 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 14

in 2 5 10 14 16 12 11 8 5 6 8 2 1

Con una significación del 5%, detrminar si la muestra se ajusta a una distribución de Weibull de
paramétros b 6=  y   c 2= , empleando la prueba de Kolmogorov‐Smirnov.

Solución:

La funcion de Weibull se emplea con frecuencia en análisis de supervivencia (función de
supervivencia, vida permanente de construcciones, vida de electrodomésticos, etc.) La función de
densidad y función de distribución, respectivamente, son:

c

c

c 1
(x /b)

(x / b)

c . x
f(x ; b, c) . e x 0 , b 0, c 0 c parámetro de forma  y  b parámetro de escala

b

F(x ; b, c) 1 e

−
−

−

= ≥ > > ≡ ≡

= −

Con el test de Kolmogorov‐Smirnov se establece el contraste bilateral:

0

1

H : La muestra procede de una distribución de Weibull

H : La muestra no procede de una distribución de Weibull

Estadístico de contraste:  n n i 0 iD máx F (x ) F (x )= −

Se acepta  0H  si  n n i 0 i , nD máx F (x ) F (x ) D (valor crítico tabla Kolmogorov‐Smirnov)α= − <

0 i iF (x ) Función de distribución:  DIST.WEIBULL(x ; 2; 6; 1)≡
o

i
n i n i

n observaciones N(x )
F (x ) Función de distribución empírica de la muestra:  F (x )

n n
≡ = =

Se construye una tabla con  0 iF (x )  ,  n iF (x )  y  n 0F (x) F (x)−  para determinar el estadístico de

contraste.

Las probabilidades acumuladas a cada valor  ix , es decir la función de distribución  n iF (x )  se

determinan de la forma siguiente:

2

2

2

(1/6)
n 1

(2/6)
n 2

(14/6)
n 13

F (x ) P(X 1) 1 e 0,0274

F (x ) P(X 2) 1 e 0,1052

                         

F (x ) P(X 14) e 0,0043

−

−

−

= ≤ = − =

= ≤ = − =

= ≤ = − =
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ix in iN n iF (x ) 0 iF (x ) 0 i n iF (x ) F (x )−

1 2 2 0,020 0,0274 0,0074

2 5 7 0,070 0,1052 0,0352

3 10 17 0,170 0,2212 0,0512

4 14 31 0,310 0,3588 0,0488

5 16 47 0,470 0,5006 0,0306

6 12 59 0,590 0,6321 0,0421

7 11 70 0,700 0,7436 0,0436

8 8 78 0,780 0,8310 0,0510

9 5 83 0,830 0,8946 0,0646

10 6 89 0,890 0,9378 0,0478

11 8 97 0,970 0,9653 0,0047

12 2 99 0,990 0,9817 0,0083

14 1 100 1,000 0,9957 0,0043

n n i 0 iD máx F (x ) F (x ) 0,0646= − =

Siendo  n 0,05 , 100D 0,0646 0,1358 D= < = → Se acepta la hipótesis nula  0H , en consecuencia, la

muestra se ajusta a una distribución de Weibull W(6,2) , con una significación de 0,05
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11.  Una compañía dedicada al envasado, fabricación y venta de productos lácteos pretende analizar
el consumo anual de leche en una ciudad. Para realizar el estudio, decide llevar a cabo  una encuesta
a cien personas, clasificando por edades los litros de leche medios consumidos, obteniendo los
siguientes datos:

i 1 iL L− − 0 10− 10 20− 20 30− 30 40− 40 50− 50 60−

in 26 21 16 15 12 10

Con un nivel de significación del 5%, empleando la prueba de Kolmogorov‐Smirnov, determinar si la
muestra se ajusta a una distribución uniforme U(0,60)

Solución:

Se establece el contraste bilateral:

0

1

H : La muestra procede de una distribución de uniforme U(0,60)

H : La muestra no procede de una distribución de uniforme U(0,60)

Estadístico de contraste:  n n i 0 iD máx F (x ) F (x )= −

Se acepta  0H  si  n n i 0 i , nD máx F (x ) F (x ) D (valor crítico tabla Kolmogorov‐Smirnov)α= − <

0 i

x 0 x
F (x ) Función de distribución U(0,60)  

60 0 60
−

≡ ≡ =
−

o
i

n i n i

n observaciones N(x )
F (x ) Función de distribución empírica de la muestra:  F (x )

n n
≡ = =

Se construye una tabla con  0 iF (x )  ,  n iF (x )  y  n 0F (x) F (x)−  para determinar el estadístico de

contraste.

Las probabilidades acumuladas a cada valor  ix , es decir la función de distribución  n iF (x )  se

determinan de la forma siguiente:

n 1

n 2

n 6

F (x ) P(X 10) 10 / 60 0,1667

F (x ) P(X 20) 20 / 60 0,3333

                         

F (x ) P(X 60) 60 / 60 1

= ≤ = =
= ≤ = =

= ≤ = =
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i 1 iL L− − in iN n iF (x ) 0 iF (x ) 0 i n iF (x ) F (x )−

0 10− 26 26 0,260 0,1667 0,0933

10 20− 21 47 0,470 0,3333 0,1367

20 30− 16 63 0,630 0,5000 0,1300

30 40− 15 78 0,780 0,6667 0,1133

40 50− 12 90 0,900 0,8333 0,0667

50 60− 10 100 1,000 1,0000 0,0000

n n i 0 iD máx F (x ) F (x ) 0,1367= − =

Siendo  n 0,05 , 100D 0,1367 0,1358 D= > = → Se rechaza la hipótesis nula  0H , en consecuencia, la

muestra no se ajusta a una distribución U(0,60) , con una significación de 0,05
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El p_valor (Sig. asintótica bilateral) 0 0,05= < = α → Se rechaza la hipótesis nula  0H ,

concluyendo que la muestra no se ajusta a una distribución U(0,60) , con una significación de 0,05
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12.  En la tabla aparecen las puntuaciones obtenidas en un test de estrés que se ha pasado en dos
ciudades.

A 18 13 22 9 12 21 14 17 15 10 16 19 11

B 12 16 11 15 9 8 13 6 9 13 7 22

Con un nivel de significación del 1%, a partir de los datos, puede afirmarse que el estrés es mayor en
la ciudad A que en la ciudad B. Utilizar el test de la U de Wilcoxon‐Mann‐Whitney , el contraste de
Kolmogorov‐Smirnov y la prueba de la Mediana.

Solución:

Sean las variables aleatorias:

X ≡ Puntuaciones de estrés en el test de la ciudad A

Y ≡ Puntuaciones de estrés en el test de la ciudad B

Se realiza el contraste unilateral a la izquierda:  0 1H :  F(z) G(z) H :  F(z) G(z)≥ <

Siendo F y G las respectivas funciones de distribución de X e Y

 Utilizando el test de la U de Wilcoxon‐Mann‐Whitney

Estadístico de contraste: 
A 1

A A
x A B x

n . (n 1)
U U n . n W

2
+

= = + −

siendo 
1

n

x i 1

i 1

W R    suma de rangos de la muestra X
=

≡∑

Como  An 13 10= >  y    Bn 12 10= >  la distribución del estadístico de contraste U se puede

aproximar por una normal

1

A B A B A B
x

n . n n . n . (n n 1)
U U N ,

2 12

⎛ ⎞+ +
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∼

A B A B A B
U

n . n 13 . 12 n . n . (n n 1) 13 . 12 . (13 12 1)
E(U) 78 18,3848

2 2 12 12
+ + + +

= = = σ = = =

Se acepta  0H si   

A B

p

A B A B

n . n
U

2z z
n . n . (n n 1)

12

α

−
= ≤

+ +
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Para calcular el valor experimental de U se ordenan las observaciones muestrales de menor a
mayor, asignando un rango de 1 hasta 25. Si hubiera observaciones repetidas, se asigna el rango
medio de los que les corresponderían si fueran diferentes.

Para facilitar el cálculo  
1

25

x i i

i 1

W c .R
=

≡∑  se crea el coeficiente instrumental   1
i

2

1 valor X
c

0 valor X
⎧

= ⎨
⎩

Excel: JERARQUIA(Observación 1 ;  Observaciones 1 : 25 ;  Poisición 1 : 25)

Poisición Observaciones Jerarquía iR ic i ic .R

1 6 1 1 0 0

2 7 2 2 0 0

3 8 3 3 0 0

4 9 4 5 0 0

5 9 4 5 0 0

6 9 4 5 1 5

7 10 7 7 1 7

8 11 8 8,5 0 0

9 11 8 8,5 1 8,5

10 12 10 10,5 0 0

11 12 10 10,5 1 10,5

12 13 12 13 0 0

13 13 12 13 0 0

14 13 12 13 1 13

15 14 15 15 1 15

16 15 16 16,5 0 0

17 15 16 16,5 1 16,5

18 16 18 18,5 0 0

19 16 18 18,5 1 18,5

20 17 20 20 1 20

21 18 21 21 1 21

22 19 22 22 1 22

23 21 23 23 1 23

24 22 24 24,5 0 0

25 22 24 24,5 1 24,5

204,5

1

25

x i i

i 1

W c .R 204,5
=

≡ =∑
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En consecuencia,

A 1

A A
x A B x

n . (n 1) 13 . 14
U U n .n W 13 . 12 204,5 42,5

2 2
+

= = + − = + − =

Estadístico contraste: 

A B

p

A B A B

n . n
U 42,5 782z 1,9309

18,3848n . n . (n n 1)
12

− −
= = = −

+ +

Como   p 0,01z 1,9309 2,33 z= − > − =  se acepta la hipótesis nula con una significación de 0,051.

En el contraste unilateral a la izquierda, el
p_valor 1 0,053 / 2 0,9735 0,01= − = > = α ,

se acepta la hipótesis nula de que el estrés
es mayor en la ciudad A.
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 Utilizando el contraste de Kolmogorov‐Smirnov para dos muestras

Se plantea el contraste unilateral a la izquierda:   0 1H :  F(z) G(z) H :  F(z) G(z)≥ <

Estadístico de contraste: 
1 2 2 1n , n n nD máx G (x) F (x)− ⎡ ⎤= −⎣ ⎦

con    
1 2

1 2
n n

1 2

N (x) N (x)
F (x) F (x)

n n
= =

Se rechaza  0H si  
1 2 1 2n , n , n , nD D−

α>

Se crea una tabla haciendo los cálculos necesarios para obtener el valor experimental del estadístico

de contraste 
1 2n , nD

ix ix
n iy yy

n
ix

N
iy

N
1n

F (x)
2n

G (x)
2 1n nG (x) F (x)−

0 6 1 0 1 0 0,0833 0,0833

0 7 1 0 2 0 0,1667 0,1667

0 8 1 0 3 0 0,2500 0,2500

9 1 9 2 1 5 0,0769 0,4167 0,3397

10 1 0 2 5 0,1538 0,4167 0,2628

11 1 11 1 3 6 0,2308 0,5000 0,2692

12 1 12 1 4 7 0,3077 0,5833 0,2756

13 1 13 2 5 9 0,3846 0,7500 0,3654

14 1 0 6 9 0,4615 0,7500 0,2885

15 1 15 1 7 10 0,5385 0,8333 0,2949

16 1 16 1 8 11 0,6154 0,9167 0,3013

17 1 0 9 11 0,6923 0,9167 0,2244

18 1 0 10 11 0,7692 0,9167 0,1474

19 1 0 11 11 0,8462 0,9167 0,0705

21 1 0 12 11 0,9231 0,9167 − 0,0064
22 1 22 1 13 12 1 1 0

13 12

1 2 2 1n , n n nD máx G (x) F (x) 0,3654− ⎡ ⎤= − =⎣ ⎦       
1 2 1 2n , n n nD máx F (x) G (x) 0,0064+ ⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦

El valor crítico 
1 2

1 2
, n , n KS

1 2

n n 13 12
D . C . 1,5174 0,60744

n . n 13 . 12α

+ +
= = =

Siendo 
1 2 1 2n , n , n , nD 0,3654 0,60744 D−

α= < = → Se acepta la hipótesis nula al 1% de

significación. En consecuencia, el estrés es mayor en la ciudad A.
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El p_valor 1 0,3754 / 2 0,8123 0,01= − = > = α  del contraste unilateral a la izquierda F(z) G(z)≥ ,

con lo que se acepta la hipótesis nula, con una significación del 1% . En consecuencia, la ciudad A
presenta mayor estrés.
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 Utilizando la prueba de la Mediana

Se establece el contraste unilateral a la izquierda: 
x y x y0 e e 1 e eH :  M M H :  M M≥ <

donde 
xe

M y  
ye

M son las correspondientes medianas poblacionales.

Estadístico de contraste:  V= Número de observaciones de X menores o iguales que la mediana de la

muestra conjunta de  1 2n n+  elementos.

Para calcular el valor experimental de V  se calcula la mediana de la muestra conjunta, habiendo
ordenado todas las observaciones de menor a mayor.

6 7 8 9 9 9 10 11 11 12 12 13 13 13 14 15 15 16 16 17 18 19 21 22 22

Como  1 2n n n 13 12 25= + = + =  es impar, la mediana será la observación que ocupa el lugar

(n 1) (25 1)
13

2 2
+ +

= =  , es decir,   em 13=

ix 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 21 22 V 5→ =

Siendo  1n 13 10= >  y   2n 12 10= >  se aproxima mediante una distribución normal:

[ ] [ ]( )V N E V , Var V∼ con 
n 1

n 25 impar k 12
2
−

= → = =

[ ] [ ]1 1 2n n n13 n k 13 12 25 12
E V k. 12. 6,24 Var V k . . . 12. . . 1,6224

n 25 n n n 1 25 25 25 1
− −

= = = = = =
− −

Estadístico contraste: 
[ ]
[ ]p

V E V 5 6,24
z 0,9735

1,6224Var V

− −
= = = −

Como   p 0,01z 0,9735 2,33 z= − > − = −  se acepta la hipótesis nula, por lo que se puede afirmar con

una significación del 1%, que el estrés es mayor en la ciudad A.
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El contraste unilateral a la izquierda tiene un p_valor 0,011 0,111 / 2 0,9445 0,01 z= − = > =  por lo

que se acepta la hipótesis nula  de que el estrés es mayor en la ciudad A, con una significación del
1%.
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13.  Durante los meses de declaración de la renta una sucursal bancaria decidió dar cita previa a los
clientes para evitar largas esperas. A pesar de la media, los clientes esperacan un tiempo medio de 5
minutos antes de ser atendidos. Determinado día se eligió al azar anotar los tiempos de espera de
cada uno de los clientes, contabilizando los tiempos:

4 0 3 9 6,5 7,5 4 6 5,5

Para un nivel de significción del 5%, ¿se ajusta la muestra a una distribución exponencial?

Solución:

La distribución exponencial es una distribución de probabilidad continua con parámetro   0λ > , con

función de densidad  i. x
i if(x ) P(x ) . e−λ= = λ  y  con función de distribución

i. x
i iF(x ) P(X x ) 1 e−λ= ≤ = −  para   ix 0≥ :  

1
E(X) =

λ
 ,  2

1
V(X) =

λ

Siendo la variable aleatoria X≡ Tiempo de espera de cada uno de los clientes ,  X exp( 5)λ =∼

En consecuencia,  
1 1

E(X) 5 0,2
5

= = → λ = =
λ

Se plantea el contraste bilateral:   0 1H : X exp(0,2) H : X∼ ∼exp(0,2)

0 n 0 1 n 0H : F (x) F (x) H : F (x) F (x)= ≠    siendo  n

0

F (x) verdadera distribución de la variable X

F (x) función de distribución de exp(0,2)

≡⎧
⎨ ≡⎩

Utilizando el test de Kolmogorov‐Smirnov

Estadístico de contraste:   n n i 0 i i iD máx F (x ) F (x ) máx (a , b )= − =

i n i 0 i i n i 1 0 ia F (x ) F (x ) b F (x ) F (x )−= − = −

Se acepta  0H  si  n n i 0 i , nD máx F (x ) F (x ) D (valor crítico tabla Kolmogorov‐Smirnov)α= − <

Se construye una tabla ordenando las observaciones y calculando  0 iF (x )  ,  n iF (x )  ,   n i 0 iF (x ) F (x )−  y

n i 1 0 iF (x ) F (x )− −

0 iF (x ) Función de distribución:  DISTR.EXP≡

o
i

n i n i

n observaciones N(x )
F (x ) Función de distribución empírica de la muestra:  F (x )

n n
≡ = =
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ix in iN n iF (x ) 0 iF (x )
n i 0 iF (x ) F (x )− n i 1 0 iF (x ) F (x )− −

0 1 1 0,1111 0 0,1111 0

3 1 2 0,2222 0,4512 0,2290 0,3401

4 2 4 0,4444 0,5507 0,1062 0,3284

5,5 1 5 0,5556 0,6671 0,1116 0,2227

6 1 6 0,6667 0,6988 0,0321 0,1433

6,5 1 7 0,7778 0,7275 0,0503 0,0608

7,5 1 8 0,8889 0,7769 0,1120 0,0009

9 1 9 1 0,8347 0,1653 0,0542

0,2 . 0
n

0,2 . 3
n

0,2 . 4
n

0,2 . 9
n

F (0) P(X 0) 1 e 0

F (3) P(X 3) 1 e 0,4512

F (4) P(X 4) 1 e 0,5507

                                             

F (9) P(X 9) 1 e 0,8347

−

−

−

−

= ≤ = − =

= ≤ = − =

= ≤ = − =
= = =

= ≤ = − =

n n i 0 i i iD máx F (x ) F (x ) máx (a , b ) 0,3401= − = =

En la tabla de Kolmogorov‐Smirnov:   0,05 , 9D 0,387=

siendo,  n 0,05 , 9D 0,3401 0,387 D= < = → Se acepta la hipótesis nula, con un 5% de significación,

afirmando que la espera de los clientes seguía una distribución exponencial de parámetro  0,2λ =
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p_valor 0,143 0,05= > = α →  Se acepta la

hipótesis nula, concluyendo que los datos se
ajustan a una distribución exponencial de
parámetro  0,2λ =
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14.  En un test de coeficiente de inteligencia se se anotaron las respuestas incorrectas que figuran
en la tabla siguiente:

Intervalos

i 1 iL L− −
50 60− 60 70− 70 80− 80 90− 90 100− 100 110−

Frecuencia

in
30 25 120 10 10 5

Con un nivel de significación del 5%, ¿se ajusta la muestra a una distribución exponencial?. Utilizar el
test de Kolmogorov‐Smirnov y la prueba de la Chi‐cuadrado.

Solución:

 Utilizando el test de Kolmogorov‐Smirnov

Siendo la variable aleatoria X≡ Respuestas inadecuadas en test de inteligencia ,  X exp( )λ∼

Se plantea el contraste bilateral:   0 1H : X exp( ) H : Xλ∼ ∼exp( )λ

0 n 0 1 n 0H : F (x) F (x) H : F (x) F (x)= ≠    siendo  n

0

F (x) verdadera distribución de la variable X

F (x) función de distribución de exp( )

≡⎧
⎨ ≡ λ⎩

Estadístico de contraste:   n n i 0 i i iD máx F (x ) F (x ) máx (a , b )= − =

i n i 0 i i n i 1 0 ia F (x ) F (x ) b F (x ) F (x )−= − = −

Se acepta  0H  si  n n i 0 i , nD máx F (x ) F (x ) D (valor crítico tabla Kolmogorov‐Smirnov)α= − <

0 i 1 1 6F (x ) Función de distribución:  DISTR.EXP(x ; (1/71); x :x )≡

o
i

n i n i

n observaciones N(x )
F (x ) Función de distribución empírica de la muestra:  F (x )

n n
≡ = =

Se construye una tabla ordenando las observaciones y calculando  0 iF (x )  ,  n iF (x )  ,   n i 0 iF (x ) F (x )−  y

n i 1 0 iF (x ) F (x )− −

Se utiliza el estimador de máxima verosimilitud del parámetro  :λ    ˆ xλ =

La función de densidad y la función de distribución que se emplea, respectivamente, será:

  (1 / ) . x1
f(x) . e− λ=

λ
   y     (1/ ) . xF(x) P(X x) 1 e− λ= ≤ = −
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ix in i ix . n iN n iF (x ) 0 iF (x )
n i 0 iF (x ) F (x )− n i 1 0 iF (x ) F (x )− −

55 30 1650 30 0,300 0,5391 0,2391 0,5391

65 25 1625 55 0,550 0,5997 0,0497 0,2997

75 20 1500 75 0,750 0,6523 0,0977 0,1023

85 10 850 85 0,850 0,6980 0,1520 0,0520

95 10 950 95 0,950 0,7376 0,2124 0,1124

105 5 525 100 1,000 0,7721 0,2279 0,1779

100 7100

6

i i

i 1

1 7100ˆ x x . n 71
100 100

=

λ = = = = →∑ (1 / 71) . x1
f(x) . e

71
−=    y     (1/ 71) . xF(x) P(X x) 1 e−= ≤ = −

(1/71) . 55
n

(1/71) . 65
n

(1/71) . 75
n

(1/71) . 105
n

F (55) P(X 55) 1 e 0,5391

F (65) P(X 65) 1 e 0,5997

F (75) P(X 75) 1 e 0,6523

                                                     

F (105) P(X 105) 1 e 0,7721

−

−

−

−

= ≤ = − =

= ≤ = − =

= ≤ = − =
= = =

= ≤ = − =

n n i 0 i i iD máx F (x ) F (x ) máx (a , b ) 0,5391= − = =

En la tabla de Kolmogorov‐Smirnov:   0,05 , 100D 0,13581=

siendo,  n 0,05 , 9D 0,5391 0,13581 D= > = → Se rechaza la hipótesis nula, con un 5% de

significación, afirmando que las respuestas inadecuadas del test de inteligencia no siguen una
distribución exponencial de parámetro  1 / 71λ =
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 Prueba de Chi‐cuadrado

Se plantea el contraste bilateral:

0

1

H : Las respuestas inadecuadas siguen una distribución exp( )

H : Las respuestas inadecuadas no siguen una distribución exp( )

λ
λ

La función de densidad  que se emplea será:  (x / 71)1
f(x) . e

71
−=

Intervalos

i 1 iL L− −
50 60− 60 70− 70 80− 80 90− 90 100− 100 110−

          ix 55 65 75 85 95 105

i ip P(x x )= = 0,0649 0,0564 0,0490 0,0425 0,0370 0,0321

i ie n . p= 6,49 5,64 4,90 4,26 3,70 3,21

60
x/71 60/71 50/71

1
50

70
x /71 70/71 60/71

2
60

80
x /71 80/71 70/71

3
70

90
x/71 90/7

4
80

1
p P(50 X 60) e dx e e 0,0649

71
1

p P(60 X 70) e dx e e 0,0564
71
1

p P(70 X 80) e dx e e 0,0490
71
1

p P(80 X 90) e dx e
71

− − −

− − −

− − −

− −

= ≤ ≤ = = − + =

= ≤ ≤ = = − + =

= ≤ ≤ = = − + =

= ≤ ≤ = = −

∫
∫
∫
∫ 1 80/71

100
x/71 100/71 90/71

4
90

110
x/71 110/71 100/71

6
100

e 0,0425

1
p P(90 X 100) e dx e e 0,0370

71
1

p P(100 X 110) e dx e e 0,0321
71

−

− − −

− − −

+ =

= ≤ ≤ = = − + =

= ≤ ≤ = = − + =

∫
∫

i(x / 71)
i i i

(55/ 71) (65/ 71)

(75/ 71) (85/ 71)

10
P(X x ) c . f(x ) . e

71
10 10

P(X 55) 10 . f(55) . e 0,0649 P(X 65) 10 . f(65) . e 0,0564
71 71
10 10

P(X 75) 10 . f(75) . e 0,0490 P(X 85) 10 . f(85) . e 0,0425
71 71

P(X 95) 10 . f(95)

−

− −

− −

= = =

= = = = = = = =

= = = = = = = =

= = = (95/ 71) (105/ 71)10 10
. e 0,0370 P(X 105) 10 . f(65) . e 0,0321

71 71
− −= = = = =

Las frecuencias esperadas  i i ie n . p 100 . p= =  de las modalidades no pueden ser menor que 5, en

caso contrario se agrupan dos o más modalidades contiguas en una sola hasta lograr que la nueva
frecuencia sea mayor que cinco.

En este sentido, se agrupan las modalidades de forma que queden los intervalos [70 −  90] y
[90 −  110]
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Intervalos

i 1 iL L− −
50 60− 60 70− 70 90− 90 110−

          ix 55 65 80 100

          in 30 25 30 15

i ip P(x x )= = 0,0649 0,0564 0,0915 0,0691

i ie n . p= 6,49 5,64 9,15 6,91

En este caso, los grados de libertad pasan a ser   (k p 1)− − , con k 4=  modalidades, p 1=  parámetro

λ  que ha habido que calcular y   1−  por ser modalidades excluyentes.

El valor que se obtiene para la Chi‐cuadrado de las observaciones es:

4 2 2 2 2 2
2 i i
2

ii 1

(O e ) (30 6,49) (25 5,64) (30 9,15) (15 6,91)
208,6026

e 6,49 5,64 9,15 6,91
=

− − − − −
χ = = + + + =∑

Estadístico teórico:   2 2
, k p 1 0,05 , 2 5,991α − −χ = χ =

Como  2 2
2 0,05 , 2208,603 5,991χ = > = χ  se rechaza la hipótesis nula, deduciendo que las respuestas

inadecuadas del test de inteligencia no siguen una distribución exponencial de parámetro
1 / 71λ = , con una significación del 5%.
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p_valor 0,00 0,05= < = α → Se rechaza

la hipótesis nula. En consecuencia, ñas
respuestas inadecuadas del test no siguen
una distribución exponencial.
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15.  En un vuelo se adjudican los asientos a pasajeros que proceden de dos agencias de viajes (A y B)
de la forma que se presenta:

Asiento Agencia viajes
1 A
2 B
3 B
4 B
5 A
6 B
7 A
8 B
9 B
10 B
11 B
12 A
13 A
14 B
15 B
16 A
17 B
18 A
19 A
20 A
21 B
22 B
23 B
24 B
25 A
26 A
27 B
28 A
29 B
30 B

¿Se han asignado los asientos aleatoriamente, con un nivel de significación del 5%?

Solución:

Pra verificar si los asientos se han adjudicado aleatroriamente, se realiza el contraste bilateral:

              0 1H :  La muestra es aleatoria H :  La muestra no es aleatoria

Estadístico de prueba:  R= "Número de rachas en la muestra"



95              Portal Estadística Aplicada:  Estadística No Paramétrica

La región crítica 1 0 2 0P(R k H ) / 2 P(R k H ) / 2≤ = α ≥ = α

Los valores críticos  1k  y   2k  se pueden obtener con las tablas de Wald‐Wolfowitz

Se cuentan el número de rachas:

Agencia A BBB A B A BBBB AA BB A B AAA BBBB AA B A BB
Rachas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 2R 16  rachas Asientos Agencia A  n 12 Asientos Agencia B  n 18= = = = =

1k 9=  y   2k 21=    1 2k 9 R 16 21 k→ = < = < =  con lo que el estadístico R se encuentra en la

región de aceptación y, en consecuencia, la muestra puede considerarse aleatoria.

 Siendo  1n 12 10= >  y   2n 18 10= >  se puede aplicar la distibución asintótica normal de Wald y

Wolfowitz, denotando por  1n
n

γ =  la proporción de observaciones de una categoría en la muestra de

tamaño n se verifica que:  dR N 2 (1 )n , 2 (1 ) n⎡ ⎤⎯⎯→ γ − γ γ − γ⎣ ⎦

En esta línea,  1n 12
0,4

n 30
γ = = = , quedando la distribución normal:

( )R N 2 . 0,4 . (1 0,4) . 30 , 2 . 0,4 . (1 0,4) 30 N 14,4 , 2,629⎡ ⎤− − ≡⎣ ⎦∼

Los valores críticos  1k  y  2k  se determinan con el valor de significación  0,05α = :

( )

( ) ( ) ( )

0 0

1 2
1 2

1 2

P ET1 P Rechazar H H  Cierta P R / N 14,4 , 2,629

k 14,4 k 14,4R 14,4 R 14,4
    P R k R k  /  N 14,4 , 2,629 P P

2,629 2,629 2,629 2,629

k 14,4 k 14,4
    P z P z

2,629 2,629

⎡ ⎤⎡ ⎤α = = = =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− −− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= ≤ ∪ ≥ = ≤ + ≥ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ≤ + ≥⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣ ⎦
0,025 0,025= +⎥

1 11
1

k 14,4 k 14,4k 14,4
P z z 0,025 1,96 k 9,247

2,629 2,629 2,629
− + − +−⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ = ≥ = → = → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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22
2

k 14,4k 14,4
P z 0,025 1,96 k 19,553

2,629 2,629
−−⎡ ⎤≥ = → = → =⎢ ⎥⎣ ⎦

El número de rachas R 16= se encuentra en la región de aceptación:  9,247 R 16 19,553< = <  por

lo que se acepta la hipótesis nula de aleatoriedad de los asientos del vuelo con una significación del
5%.

p_valor (Sig. asintótica bilateral)  0,969 0,05= > = α

Por tanto, se admite la hipótesis nula  0H  de aleatoriedad de la

muestra.
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El p_valor (Sig. exacta unilateral) 0,662 0,05= > = α → Se admite la hipótesis nula  0H  de

aleatoriedad de la muestra.
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16.  La asociación de mutuas de accidentes analiza el número de bajas ocurridas en el último mes
debidas a accidentes laborales, en empresas constructoras que realizan su actividad en la capital de
provincia. Los datos recogidos aparecen en la tabla siguiente:

Intervalos

i 1 iL L− −
0 2− 2 4− 4 6− 6 8− 8 12−

Frecuencia

in
22 35 32 3 3

Con un nivel de significación del 5%, ¿se ajusta la muestra a una distribución normal?. Utilizar la
prueba de la Chi‐cuadrado y la prueba de Lilliefors.

Solución:

 Prueba de la Chi‐cuadrado

Contraste bilateral:   0

1

H : El número de bajas sigue una distribución normal

H : El número de bajas no sigue una distribución normal

El método de aplicación de la prueba de ajuste de mormalidad de la distribución de frecuencias por
intervalos es como sigue en la tabla siguiente:

i 1 iL L− − ix in iN i ix . n 2
i ix . n ip i ie p . n=

0 2− 1 22 22 22 22 0,1802 17,11

2 4− 3 35 57 105 315 0,3694 35,09

4 6− 5 32 89 160 800 0,3017 28,66

6 8− 7 3 92 21 147 0,0980 9,31

8 12− 10 3 95 30 300 0,0132 1,25

95 338 1584

Se calculan las estimaciones de μ  y σ , empleando los estimadores que se obtienen por el método

de máxima versoimilitud:    ˆ x 3,56μ = =   ,    xˆ 2σ = σ =

5 5
2

1 i i 2 i i

i 1 i 1

1 338 1 1584
ˆ x x . n 3,56 x . n 16,674

n 95 n 95
= =

μ = α = = = = α = = =∑ ∑
2 2 2
x 2 1 xˆ ˆ16,674 3,56 4 4 2σ = α − α = − = σ = =

2
2 x
x x

ˆn . 95 . 4
ˆ ˆs 4,043 s 4,043 2,01

(n 1) 94
σ

= = = = =
−

Mediante la tabla normal se hallan las probabilidades de cada uno de los intervalos, utilizando una
distribución normal N(3,56 , 2)
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1

0 3,56 x 3,56 2 3,56
p P(0 x 2) P P( 1,78 z 0,78)

2 2 2
     P(0,78 z 1,78) P(z 0,78) P(z 1,78) 0,2177 0,0375 0,1802

− − −⎡ ⎤= ≤ < = ≤ < = − ≤ < − =⎢ ⎥⎣ ⎦
= ≤ < = ≥ − > = − =

2

2 3,56 x 3,56 4 3,56
p P(2 x 4) P P( 0,78 z 0,22)

2 2 2
     P(z 0,78) P(z 0,22) P(z 0,78) P(z 0,22) 1 P(z 0,78) P(z 0,22)

     1 0,2177 0,4129 0,3694

− − −⎡ ⎤= ≤ < = ≤ < = − ≤ < =⎢ ⎥⎣ ⎦
= ≥− − > = ≤ − > = − ≥ − > =
= − − =

3

4 3,56 x 3,56 6 3,56
p P(4 x 6) P P(0,22 z 1,22)

2 2 2
     P(z 0,22) P(z 1,22) 0,4129 0,1112 0,3017

− − −⎡ ⎤= ≤ < = ≤ < = ≤ < =⎢ ⎥⎣ ⎦
= ≥ − > = − =

4

6 3,56 x 3,56 8 3,56
p P(6 x 8) P P(1,22 z 2,22)

2 2 2
     P(z 1,22) P(z 2,22) 0,1112 0,0132 0,0980

− − −⎡ ⎤= ≤ < = ≤ < = ≤ < =⎢ ⎥⎣ ⎦
= ≥ − > = − =

5

8 3,56 x 3,56 12 3,56
p P(8 x 12) P P(2,22 z 4,22)

2 2 2
     P(z 2,22) P(z 4,22) 0,0132 0,000013 0,0132

− − −⎡ ⎤= ≤ < = ≤ < = ≤ < =⎢ ⎥⎣ ⎦
= ≥ − > = − =

Como la frecuencia esperada  5 5e p . n 0,0132 . 95 1,254 5= = = <  es necesario agrupar dos o más

modalidades contiguas en una sola hasta lograr que la nueva frecuencia esperada sea mayor que
cinco. En este sentido, se aagrupan los intervalos 6 12−  que pasa tener una frecuencia esperada

4e 9,31 1,25 10,56= + =

La tabla queda,    i i i 1ˆ ˆ ˆ ˆExcel:  p F(b) F(a) DISTR.NORM(L ; ; ; 1) DISTR.NORM(L ; ; ; 1)−= − = μ σ − μ σ

i 1 iL L− − ix in ip i ie p . n= 2
in

2
i in / e

0 2− 1 22 0,1802 17,11 484 28,279

2 4− 3 35 0,3694 35,09 1225 34,910

4 6− 5 32 0,3017 28,66 1024 35,727

6 12− 9 6 0,1112 10,56 36 3,407

95 102,324

Los grados de libertad son  (k p 1)− −  siendo k 4=  el número de modalidades diferentes, p 2=  ha

sido necesario calcular 2 parámetros  ˆ ˆ( , )μ σ  y  ( 1)−  por ser las modalidades excluyentes.

Estadístico contraste:  
4 42 2

2 i i i
4 2 1

i ii 1 i 1

(n e ) n
n 102,324 95 7,324

e e− −

= =

−
χ = = − = − =∑ ∑
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Siendo  2 2
1 0,05 , 17,324 3,841χ = > = χ → Se rechaza la hipótesis nula, concluyendo que el número

de bajas ocurridas en el último mes debidas a accidentes laborales no sigue una distribución normal,
con una signifiación del 5%.

 Prueba de Lilliefors

Contraste bilateral:   0

1

H : La muestra procede de una distribución normal

H : La muestra no procede de una distribución normal

Estadístico contraste:  n n 0 i iD máx F (z) F (z) máx(a , b )= − =

Se acepta  0H  si   n n 0 i i , nD máx F (z) F (z) máx(a , b ) D (valor crítico tabla de Lilliefors)α= − = <

Para determinar el estadístico de contraste se construye una tabla donde se ordenan los datos,

tipificando cada valor, se calcula  0 iF (z )  ,  n iF (z )  y se crean las columnas  i 0 i n ia F (z ) F (z )= −  y

i 0 i n i 1b F (z ) F (z )−= −

Valores tipificados  i i
i

x

ˆx x 3,56
z

ŝ 2,01
− μ −

= =

0 i iF (z ) Función de distribución de una N(0, 1):  DISTR.NORM.ESTAND(z )≡

o

n i n i

n observaciones N(z)
F (z ) Función de distribución empírica de la muestra tipificada:  F (z )

n n
≡ = =

ix iz 0 iF (z ) n iF (z ) i 0 i n ia F (z ) F (z )= − i 0 i n i 1b F (z ) F (z )−= −

1 ‐1,27 0,1021 0,2316 0,1295 0,1020

3 ‐0,28 0,3897 0,6000 0,2103 0,1581

5 0,72 0,7642 0,9368 0,1726 0,1642

7 1,71 0,9564 0,9684 0,0121 0,0196

10 3,20 0,9993 1 0,0007 0,0309

0 1
x

ˆX 1 3,56
F (x ) P(X 1) P P(z 1,27) P(z 1,27) 0,1021

ŝ 2,01

⎡ ⎤− μ −
= ≤ = ≤ = ≤ − = ≥ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

0 2
x

ˆX 3 3,56
F (x ) P(X 3) P P(z 0,28) P(z 0,28) 0,3897

ŝ 2,01

⎡ ⎤− μ −
= ≤ = ≤ = ≤ − = ≥ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

0 3
x

ˆX 5 3,56
F (x ) P(X 5) P P(z 0,72) 1 P(z 0,72) 1 0,2358 0,7642

ŝ 2,01

⎡ ⎤− μ −
= ≤ = ≤ = ≤ = − ≥ = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
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0 4
x

ˆX 7 3,56
F (x ) P(X 7) P P(z 1,71) 1 P(z 1,71) 1 0,0436 0,9564

ŝ 2,01

⎡ ⎤− μ −
= ≤ = ≤ = ≤ = − ≥ = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦

0 4
x

ˆX 10 3,56
F (x ) P(X 10) P P(z 3,20) 1 P(z 3,20) 1 0,0007 0,9993

ŝ 2,01

⎡ ⎤− μ −
= ≤ = ≤ = ≤ = − ≥ = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦

n i i 0,05 , 95

0,886
D máx(a , b ) 0,2103 0,09 D (valor crítico tabla de Lilliefors)

95
= = > = =

Por lo que se rechaza la hipótesis nula de normalidad para la muestra, con un nivel de significación
del 5%
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p_valor(Sig. asintótica bilateral) 0 0,05= < = α →  Se rechaza la hipótesis nula de normalidad,

con un nivel de significación del 5%
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17.  Para tratar de evaluar las diferentes capacidades por sexo, se somete a un examen lógico a una
muestra de hombres y mujeres, obteniendo las siguientes puntuaciones:

Hombres 52,48 72,98 73,8 22,14 36,9 82 73,8 40,18 24,6 57,4 123

Mujeres 65,6 48,38 82 123 143,5 73,8 24,6 26,24 49,2 65,6 131,2

Con una significación del 5%, ¿existen diferencias significativas entre hombres y mujeres en cuanto a
la dispersión de las puntuaciones?. Utilizar el contraste de Siegel‐Tukey.

Solución:

Se establece el contraste bilateral:  0 H M 1 H MH :   H :  σ = σ σ ≠ σ

Estadístico contraste:  
n

n i i

i 1

R a . c
=

=∑     donde,  i

1  valor de H 
c

0  valor de M
⎧

= ⎨
⎩

Para calcular el estadístico de contraste  nR  es necesario calcular los rangos  ia , ordenando las

puntuaciones muestrales conjuntas de menor a mayor, asignando primero al coeficiente

instrumental  ic 1=  para las puntuaciones de hombres y después  ic 0=  para las puntuaciones de

mujeres.

ia ≡ Coeficientes obtenidos al asignar los rangos según el método de Siegel‐Tukey: La clasificación se

realiza alternando extremos (el rango 1 es el más bajo, 2 y 3 son los dos más altos, 4 y 5 son los dos
más bajos, y así sucesivamente.

Cuando el número total de observaciones es un número impar, se ignorará la observación central.
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a ia ic i ia . c

H 22,14 1 1 1
H 24,6 4 1 4
M 24,6 5 0 0
M 26,24 8 0 0
H 36,9 9 1 9
H 40,18 12 1 12
M 48,38 13 0 0
M 49,2 16 0 0
H 52,48 17 1 17
H 57,4 20 1 20
M 65,6 21 0 0
M 65,6 22 0 0
H 72,98 19 1 19
H 73,8 18 1 18
H 73,8 15 1 15
M 73,8 14 0 0
H 82 11 1 11
M 82 10 0 0
H 123 7 1 7
M 123 6 0 0
M 131,2 3 0 0
M 143,5 2 0 0

133

1n 11=     2n 11=      1 2n n n 22= + =     
22

22 i i

i 1

R a . c 133
=

= =∑

Como las muestras son grandes ( 1n 11 10= >  y  2n 11 10= > ) se emplea la aproximación asintótica a

una distribución normal N(0, 1) :

                   n n
p

n

R E[R ]
z

V[R ]

−
=       donde,    1 1 2

n n

n . (n 1) n . n . (n 1)
E[R ] V[R ]

2 12
+ +

= =

Se acepta  0H  sí     p /2z zα≤

1 2
22 22

11 . (22 1) n . n . (n 1) 11 . 11 . (23)
E[R ] 126,5 V[R ] 231,92

2 12 12
+ +

= = = = =

  22 22
p /2 0,025

22

R E[R ] 133 126,5
z 0,4268 1,96 z z

V[R ] 231,92
α

− −
= = = < = =

En consecuencia, se acepta la hipótesis nula, concluyendo que no existen diferencias significativas
en cuanto a la dispersión de las puntuaciones, con un nivel de significación del 5%.
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18.  En un estudio sobre las sanciones que recaen sobre empresas por incumplimiento de normas de
seguridad en el trabajo se encontró que las sanciones medias eran las mismas en dos comunidades
autónomas (X e Y). En cada comunidad se eligieron al azar expedientes sancionadores, presentando
en la tabla adjunta los importes (expresados en cientos de euros).

X 78,4 119 32,2 89,6 105 128,8 63 53,2 93,8 56 102,2 18,2 72,8

Y 84 81,2 70 44,8 96,6 116,2 50,4 67,2 77 123,2 98 28

Con un 10% de significación, ¿Podría afirmarse que existen diferencias significativas en cuanto a la
dispersión de las sanciones de seguridad en el trabajo en las dos comunidades?
Utilizar el contraste de Siegel‐Tukey.

Solución:

Se establece el contraste bilateral:  0 X Y 1 X YH :   H :  σ = σ σ ≠ σ

Estadístico contraste:  
n

n i i

i 1

R a . c
=

=∑     donde,  i

1  valor de X 
c

0  valor de Y 
⎧

= ⎨
⎩

Para calcular el estadístico de contraste  nR  es necesario calcular los rangos  ia , ordenando las

puntuaciones muestrales conjuntas de menor a mayor, asignando primero al coeficiente

instrumental  ic 1=  para las sanciones de la comunidad X  y después  ic 0=  para las sanciones de la

comunidad Y.

ia ≡ Coeficientes obtenidos al asignar los rangos según el método de Siegel‐Tukey: La clasificación se

realiza alternando extremos (el rango 1 es el más bajo, 2 y 3 son los dos más altos, 4 y 5 son los dos
más bajos, y así sucesivamente).

En este caso el número total de observaciones  X Yn n n 13 12 25= + = + =  es un número impar, se

ignora la obseración central.

Como las muestras son grandes ( Xn 13 10= >  y  Yn 12 10= > ) se emplea la aproximación asintótica

a una distribución normal N(0, 1) :

                   n n
p

n

R E[R ]
z

V[R ]

−
=       donde,   X X Y

n n

n . (n 1) n . n . (n 1)
E[R ] V[R ]

2 12
+ +

= =

Se acepta  0H  sí     p /2z zα≤
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Comunidades a ia ic i ia . c

X 18,2 1 1 1
Y 28 4 0 0
X 32,2 5 1 5
Y 44,8 8 0 0
Y 50,4 9 0 0
X 53,2 12 1 12
X 56 13 1 13
X 63 16 1 16
Y 67,2 17 0 0
Y 70 20 0 0
X 72,8 21 1 21
Y 77 24 0 0
X 78,4 ‐‐‐‐‐ 1 0
Y 81,2 23 0 0
Y 84 22 0 0
X 89,6 19 1 19
X 93,8 18 1 18
Y 96,6 15 0 0
Y 98 14 0 0
X 102,2 11 1 11
X 105 10 1 10
Y 116,2 7 0 0
X 119 6 1 6
Y 123,2 3 0 0
X 128,8 2 1 2

134
25

25 i i

i 1

R a . c 134
=

= =∑

X X Y
25 25

n . (n 1) 13 . (25 1) n . n . (n 1) 13 . 12 . (25 1)
E[R ] 169 V[R ] 338

2 2 12 12
+ + + +

= = = = = =

25 25
p /2 0,05

25

R E[R ] 134 169
z 1,9037 1,645 z z

V[R ] 338
α

− −
= = = > = =

En consecuencia, se rechaza la hipótesis nula, concluyendo que existen diferencias significativas en
cuanto a la dispersión de las sanciones de seguridad en el trabajo en las dos comunidades, con un
nivel de significación del 10%.
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19.  En la tabla adjunta aparecen dos muestras aleatorias simples que reflejan los costes laborales
unitarios de dos sectores de producción A y B:

SECTOR A SECTOR B
1200 1263
1150 1370
1326 1614
1480 1416
1235 1139
1215 1041
1515 1493
1375 1817
1296 1388
1463 1110
1514
1409
1268
1377
1091

Con un nivel de significación del 5%, utilizando la prueba de Ansari‐Bradley, se pide:

a)  Contrastar que los costes unitarios de los dos sectores tienen la misma dispersión, suponiendo
que las medianas de las dos poblaciones son iguales.

b)  Contrastar que los costes unitarios de los dos sectores tienen la misma dispersión, suponiendo
que las medianas de las dos poblaciones son distintas.

Solución:

a) Siendo las dos poblaciones continuas se emplea la prueba de Ansari‐Bradley

Se establece el contraste bilateral con las hipótesis:   0 A B 1 A BH :   H :  σ = σ σ ≠ σ

Como las poblaciones son continuas se puede emplear la prueba de Ansari‐Bradley

Se construye la muestra conjunta de tamaño  A Bn n n 15 10 25 20= + = + = >  (impar), por lo que se

emplea la aproximación asintótica a una distribución normal N(0, 1) .

Se ordenan los valores de menor a mayor, dando al coeficiente instrumental  ic  el valor 1 a los

valores de A y 0 a los valores de B.

Se asigna a cada valor un coeficiente:  i

n 1
R 1, 2, 3, , , , 3, 2, 1

2
+

=
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SECTOR A SECTOR B SECTORES A ‐ B POSICION ic iR i ic . R

1200 1263 1200 1041 0 1 0
1150 1370 1150 1091 1 2 2

1326 1614 1326 1110 0 3 0

1480 1416 1480 1139 0 4 0

1235 1139 1235 1150 1 5 5

1215 1041 1215 1200 1 6 6

1515 1493 1515 1215 1 7 7

1375 1817 1375 1235 1 8 8

1296 1388 1296 1263 0 9 0

1463 1110 1463 1268 1 10 10

1514 1514 1296 1 11 11

1409 1409 1326 1 12 12

1268 1268 1370 0 13 0

1377 1377 1375 1 12 12

1091 1091 1377 1 11 11

1263 1388 0 10 0

1370 1409 1 9 9

1614 1416 0 8 0

1416 1463 1 7 7

1139 1480 1 6 6

1041 1493 0 5 0

1493 1514 1 4 4

1817 1515 1 3 3

1388 1614 0 2 0

1110 1817 0 1 0

113
25

i i

i 1

W c . R 113
=

= =∑
2 2

An . (n 1) 15 . 26
E(W) 101,4

4 . n 4 . 25
+

= = =

2 2
A B

2 2

n . n . (n 1) . (n 3) 15 . 10 . 26 . (25 3)
V(W) 81,64

48 . n 48 . 25
+ + +

= = =

Estadístico de contraste: 
[ ]
[ ]p

W E W 113 101,4
z 1,284

81,64Var W

− −
= = =
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Como  p 0,025z 1,284 1,96 z= < = → Se acepta la hipótesis nula de igualdad de dispersiones.

b)  Se establece el contraste bilateral con las hipótesis:   0 A B 1 A BH :   H :  σ = σ σ ≠ σ

Como las poblaciones son continuas se puede emplear la prueba de Ansari‐Bradley

Al no conocer las medianas de las poblaciones, para calcular el estadístico de contraste han de

calcularse las medianas muestrales  A
eM  y   B

eM . Para ello, se ordenan los valores muestrales de

menor a mayor.

La Mediana del Sector A se obtiene al dividir  An / 2 15 / 2 7,5= = , con lo que se encuentra en el

octavo valor, es decir,  A
eM 1326=  La Mediana del Sector A se obtiene al dividir  An / 2 15 / 2 7,5= = ,

con lo que se encuentra en el octavo valor, es decir,  A
eM 1326=

La Mediana del Sector B se obtiene al dividir  Bn / 2 10 / 2 5= = , con lo que se encuentra en el quinto

valor, esto es,  B
eM 1370=

Se hacen las diferencias entre los valores muestrales y las correspondientes medianas:
A

i ex M−  y  B
i ey M−

SECTOR A SECTOR B A
i ex M− B

i ey M−

1091 1041 ‐235 ‐329
1150 1110 ‐176 ‐260

1200 1139 ‐126 ‐231

1215 1263 ‐111 ‐107

1235 1370 ‐91 0

1268 1388 ‐58 18

1296 1416 ‐30 46

1326 1493 0 123

1375 1614 49 244

1377 1817 51 447

1409 83

1463 137

1480 154

1514 188

1515 189
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Se construye la muestra conjunta de las diferencias de tamaño  A Bn n n= + , ordenando las

diferencias de menor a mayor y dando al coeficiente instrumental  ic el valor 1 a las diferencias de A

y 0 a las diferencias de B.

Después se asigna a cada valor un coeficiente  i

n 1
R 1, 2, 3, , , , 3, 2, 1

2
+

=  atribuyendo el

rango o coeficiente medio cuando hay diferencias repetidas.

iw ic iR i ic . R

‐329 0 1 0
‐260 0 2 0

‐235 1 3 3

‐231 0 4 0

‐176 1 5 5

‐126 1 6 6

‐111 1 7 7

‐107 0 8 0

‐91 1 9 9

‐58 1 10 10

‐30 1 11 11

0 0 12,5 0

0 1 12,5 12,5

18 0 12 0

46 0 11 0

49 1 10 10

51 1 9 9

83 1 8 8

123 0 7 0

137 1 6 6

154 1 5 5

188 1 4 4

189 1 3 3

244 0 2 0

447 0 1 0

108,5

El estadístico de contraste  W (suma de los coeficientes de la muestra procedente de A) será:

25

i i

i 1

W c . R 108,5
=

= =∑
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Señalar que estas diferencias no tienen una distribución exacta en el muestreo, tomando los
resultados con cautela.

Como el tamaño de la diferencia de la muestra conjunta  A Bn n n 20= + >  se emplea la

aproximación asintótica a una distribución normal N(0, 1) , considerando una varianza corregida por

la presencia de valores repetidos:

2 2
An . (n 1) 15 . 26

E(W) 101,4
4 . n 4 . 25
+

= = =

g

2
A B h h

4
i 1 A B

c 2

n . n . t . R
n . n . (n 1)

V (W)
n . (n 1) 16 . n . (n 1)

= +
= −

− −

∑

g ≡  Número de rangos diferentes cuando aparecen observaciones repetidas

ht ≡  Tamaño h‐ésimo grupo

hR ≡  Rango medio h‐ésimo grupo

Para hallar 
g

2
h h

i 1

t . R
=
∑  se construye la tabla:
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ht hR
2
hR

2
h ht . R

1 1 1 1
1 2 4 4

1 3 9 9

1 4 16 16

1 5 25 25

1 6 36 36

1 7 49 49

1 8 64 64

1 9 81 81

1 10 100 100

1 11 121 121

2 12,5 156,25 312,5

1 12 144 144

1 11 121 121

1 10 100 100

1 9 81 81

1 8 64 64

1 7 49 49

1 6 36 36

1 5 25 25

1 4 16 16

1 3 9 9

1 2 4 4

1 1 1 1

1468,5
24

2
h h

i 1

t . R 1468,5
=

=∑
g

2
A B h h

4 4
i 1 A B

c 2 2

n . n . t . R
n . n . (n 1) 15 . 10 . 1468.5 15 . 10 . 26

V (W) 81,515
n . (n 1) 16 . n . (n 1) 25 . 24 16 . 25 . 24

= +
= − = − =

− −

∑

Estadístico de contraste: 
[ ]
[ ]p

c

W E W 108,5 101,4
z 0,786

81,515V W

− −
= = =

Como  p 0,025z 0,786 1,96 z= < = → Se acepta la hipótesis nula de igualdad de dispersiones con

un nivel de significación del 5% (probabilidad que se reparte a partes iguales en las dos colas de la
distribución)
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20.  En la tabla adjunta se presentan los gastos diarios medios de los turistas que visitan dos
ciudades españolas A y B.

iAx 300 351 326 482 532 227 211 300 326 469 614 129 265 377

iBx 128 300 189 97 223 341 493 63

Sabiendo que la mediana de la población A es 400 y la de B es 250, con un nivel de significación del
5%, contrasta que los gatos medios de los turistas con destino A tienen una dispersión igual o menor
que los del destino B. Utilizar la prueba de Ansari‐Bradley.

Solución:

Se utiliza la prueba de Ansari‐Bradley al ser dos poblaciones continuas.

Se establece el contraste unilateral a la derecha   0 A B 1 A BH :   H :  σ ≤ σ σ > σ

Se hacen las diferencias entre los valores muestrales y las correspondientes medianas:

poblacionales  A
iA e iAx M x 400− = −  y   B

iB e iBx M x 250− = −

CIUDAD A CIUDAD B A
iA ex M− B

iB ex M−

300 128 ‐100 ‐122
351 300 ‐49 50

326 189 ‐74 ‐61

482 97 82 ‐153

532 223 132 ‐27

227 341 ‐173 91

211 493 ‐189 243

300 63 ‐100 ‐187

326 ‐74

469 69

614 214

129 ‐271

265 ‐135

377 ‐23

Se construye la muestra conjunta de las diferencias de tamaño  A Bn n n= + , ordenando las

diferencias de menor a mayor y dando al coeficiente instrumental  ic el valor 1 a las diferencias de A

y 0 a las diferencias de B.                                                                                                                    Después

se asigna a cada valor un coeficiente  i

n
R 1, 2, 3, , , , 3, 2, 1

2
=  atribuyendo el rango o

coeficiente medio cuando hay diferencias repetidas.



114              Portal Estadística Aplicada:  Estadística No Paramétrica

iw ic iR i ic . R

‐271 1 1 1
‐189 1 2 2

‐187 0 3 0

‐173 1 4 4

‐153 0 5 0

‐135 1 6 6

‐122 0 7 0

‐100 1 8,5 8,5

‐100 1 8,5 8,5

‐74 1 10,5 10,5

‐74 1 10,5 10,5

‐61 0 11 0

‐49 1 10 10

‐27 0 9 0

‐23 1 8 8

50 0 7 0

69 1 6 6

82 1 5 5

91 0 4 0

132 1 3 3

214 1 2 2

243 0 1 0

85

El estadístico de contraste  W (suma de los coeficientes de la muestra procedente de A) será:

22

i i

i 1

W c . R 85
=

= =∑

Como el tamaño de la diferencia de la muestra conjunta  A Bn n n 20= + >  se emplea la

aproximación asintótica a una distribución normal N(0, 1) , considerando una varianza corregida por

la presencia de valores repetidos:

An . (n 2) 14 . 24
E(W) 84

4 4
+

= = =            

g

2
A B h h

2
i 1 A B

c

n . n . t . R
n . n . (n 2)

V (W)
n . (n 1) 16 . (n 1)

= +
= −

− −

∑

Para hallar 
g

2
h h

i 1

t . R
=
∑  se construye la tabla:



115              Portal Estadística Aplicada:  Estadística No Paramétrica

g ≡  Número de rangos diferentes cuando aparecen observaciones repetidas

ht ≡  Tamaño h‐ésimo grupo

hR ≡  Rango medio h‐ésimo grupo

ht hR
2
hR

2
h ht . R

1 1 1 1
1 2 4 4

1 3 9 9

1 4 16 16

1 5 25 25

1 6 36 36

1 7 49 49

2 8,5 72,25 144,5

2 10,5 110,25 220,5

1 11 121 121

1 10 100 100

1 9 81 81

1 8 64 64

1 7 49 49

1 6 36 36

1 5 25 25

1 4 16 16

1 3 9 9

1 2 4 4

1 1 1 1

1011
20

2
h h

i 1

t . R 1011
=

=∑
g

2
A B h h

2 2
i 1 A B

c

n . n . t . R
n . n . (n 2) 14 . 8 . 1011 14 . 8 . 24

V (W) 43,09
n . (n 1) 16 . (n 1) 22 . 21 16 . 21

= +
= − = − =

− −

∑

Estadístico de contraste: 
[ ]
[ ]p

c

W E W 85 84
z 0,137

53,09V W

− −
= = =

Como  p 0,05z 0,137 1,645 z= < = → Se acepta la hipótesis nula, concluyendo que la dispersión

del gasto medio en la ciudad A es menor o igual que el gasto medio de la ciudad B, con un nivel de
significación del 5%
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